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Streszczenie

Wprowadzenie do przestrzeni kointegrujacej zmiennej zero-jedynkowej charakteryzujacej zmiang
strukturalng w okresie ¢ jest rownowazne przyjeciu, ze w procesie generujagcym dane zmiana struktu-
ralna nastapita w okresie ¢ — 1. Jednoczes$nie, jesli to zmiana strukturalna jest przyczyna wprowadze-
nia zmiennej zero-jedynkowej do przestrzeni kointegrujacej, to odpowiednie zmienne zero-jedynkowe
musza si¢ znaleZ¢ takze poza przestrzenia kointegrujaca.

Aby przetestowa¢ zmiane wyrazu wolnego w sktadowej deterministycznej, zastosowano statystyke
Walda. Wartosci krytyczne i moc testu zostalty wyznaczone symulacyjnie w zaleznosci od rzgdu kointe-
gracji, liczby zmiennych endogenicznych, wielkosci zmiany strukturalnej, momentu wystapienia zmia-
ny strukturalnej oraz rozktadu sktadnikéw losowych (normalnego i t-Studenta). Moc testu zmiany wy-
razu wolnego zalezy gtéwnie od wielkosci zaburzenia oraz liczebnosci préby.

Model VECM ze zmiang wyrazu wolnego zostat wykorzystany do modelowania kursu walutowe-
go zloty/euro. W systemie zidentyfikowano dwa wektory kointegrujace, z ktdérych jeden mozna inter-
pretowa¢ jako dtugookresowe réwnanie kursu walutowego zioty/euro. Drugi wektor kointegrujacy
jest réwnaniem krajowych, realnych, dlugookresowych stép procentowych uwzgledniajacych ryzyko.
W celu okreslenia momentu wystapienia zaburzenia w skladowej deterministycznej procesu generuja-
cego dane wykorzystano statystyke supWALD.

Stowa kluczowe: zmiana strukturalna, VECM, test Walda, testowanie wyst¢powania zmiany
strukturalnej, modelowanie kursu walutowego zloty/euro
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1. Wstep

Gospodarki podlegaja transformacjom, ktdére niejednokrotnie majg gwattowny charakter. Jest to skut-
kiem rozwoju gospodarczego, ale réwniez przeprowadzanych reform, polityki ekonomicznej oraz wyda-
rzen o charakterze zewngtrznym (np. wptyw kryzysu greckiego na gospodarki europejskie). Gospodar-
ka Polski podlegata transformacjom, ktére w ciggu ostatnich 30 lat miaty znaczenie fundamentalne.
Nalezy do nich, po pierwsze, zmiana ustroju, polegajaca na przejsciu od gospodarki centralnie planowa-
nej do gospodarki rynkowej. Kolejna byta zmiana rezimu kursu walutowego, a nastepna - przystapie-
nie do Unii Europejskiej. W ostatnim okresie zaburzenia struktury sa utozsamiane ze skutkami kryzy-
su finansowego. Zmiany strukturalne s3 istotnym elementem rzeczywistosci ekonomicznej, gdyz maja
wplyw na funkcjonowanie mechanizméw ekonomicznych, co powoduje konieczno$¢ ich uwzglednie-
nia w modelach ekonometrycznych. Pojawienie si¢ zaburzen struktury sprawia, ze standardowo stoso-
wane metody weryfikacji hipotez nie dajg satysfakcjonujacych rezultatéw i wymagaja odpowiednich
modyfikacji. Ponadto nieuwzglednienie w modelu istotnej zmiany strukturalnej pocigga za soba btad
specyfikacji.

W przypadku modelowania zmiennych ekonomicznych generowanych przez niestacjonarne pro-
cesy stochastyczne wykorzystywany jest model VAR z restrykcja kointegracji - CVAR (Johansen 1995;
Welfe 2009). W modelach VAR zaburzenia struktury ujawniaja si¢ jako niezwykle silne szoki, ktére po-
woduja, ze sktadniki losowe nie pochodza z rozktadéw normalnych. Zignorowanie tego problemu ma
zatem powazne konsekwencje dla wnioskowania statystycznego. Proces generujacy dane mozna przed-
stawic¢ jako sume sktadowej stochastycznej i deterministycznej (Liitkepohl 2005). Pojawienie si¢ zabu-
rzen struktury moze si¢ woéwczas objawia¢ odpowiednim uzmiennieniem parametréw w czesci deter-
ministycznej, a koricowa posta¢ modelu VEC ulega odpowiednim modyfikacjom.

W przypadku modelowania z uwzglednieniem zmian strukturalnych waznym elementem wniosko-
wania statystycznego jest testowanie wystepowania zmiany strukturalnej. W wielowymiarowym mo-
delu korekty btedem o standardowej postaci (Johansen 1995) testowanie wystepowania zmiany struktu-
ralnej byto rozwazane przez kilku autoréw (zob. poréwnanie metod u Perrona 2006). Z badani wynika,
ze do testowania zmiany w wyrazie wolnym i trendzie w przypadku znanego momentu przelaczenia
mozna wykorzysta¢ statystyke LR (Johansen 1995). Z kolei w przypadku nieznanego momentu zabu-
rzenia mozna zastosowac statystyke LM oraz jej modyfikacje: Sup LM, Mean LM i Exp LM (Seo 1998).
Do testowania stabilnosci parametréw modelu wykorzystuje si¢ wartosci wtasne wyznaczone na pod-
stawie estymacji rekursywnej (Hansen, Johansen 1999).

Jesli proces generujacy dane jest sumg skladowej deterministycznej i stochastycznej (Liitkepohl
2005), to zmiana strukturalna moze wystapic¢ w kazdej z nich, co wymaga oddzielnego testowania. Jesli
sktadowa deterministyczna procesu generujacego dane zawiera wyraz wolny, wowczas zmiana struk-
turalna moze by¢ reprezentowana przez uzmiennienie wyrazu wolnego. Do testowania zmiany struk-
turalnej sktadowej deterministycznej w znanym okresie zaproponowano statystyke Walda, natomiast
w przypadku nieznanego momentu zaburzenia statystyke supWALD.

Cel pracy sformutowano nastepujaco. Po pierwsze, wyprowadzono koricowa posta¢ modelu VEC
przy zatozeniu, ze zmiana strukturalna nast¢puje w sktadowej deterministycznej procesu generujace-
go dane. Po drugie, opracowano statystyke stuzaca do testowania wyst¢powania zmiany strukturalnej
sktadowej deterministycznej procesu generujacego dane. Po trzecie, zastosowano model VEC ze zmia-
na strukturalng sktadowej deterministycznej do modelowania kursu walutowego ztoty/euro.
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2. Wektorowy model korekty bledem ze zmiana strukturalng w cze¢sci
deterministycznej DGP

Niech ¥, = [y, yM,]Treprezentuje wektor M zmiennych zintegrowanych w stopniu pierwszym.
Jesli wymiar przestrzeni kointegrujacej wynosi R € (0, M), to dla modelu VAR II(L)y, = &, gdzie
§ =1[&, ... &, 1 jest wektorem biatoszumowych sktadnikéw losowych o wymiarach M x 1, istnieje po-
sta¢ VECM (por. Johansen 1995; Majsterek 2008):

S-1

Ay, =My, + 2T Ay, +§, 1)
1

gdzie:
S
m=>I.-1,

s=1

S
ri = 72Hs: 7(Hi+1 +Hi+2 oot HS)’

s=i+1
= AB".

Macierze Bi A o wymiarach M x R maja standardowa interpretacje.

Po wprowadzeniu do powyzszego modelu wyrazu wolnego i trendu otrzymamy pie¢ réznych po-
staci tego modelu, wynikajacych z restrykcji naktadanych na parametry (por. Juselius 2006, s. 99-100).
Interpretacja zmiennych zero-jedynkowych, ktére moga znalez¢ si¢ w przestrzeni kointegrujacej i poza
nig, napotyka jednak powazne trudnosci, zwtaszcza jesli ich obecnos¢ miataby wynikac ze zmian struk-
turalnych, a nie z obserwacji nietypowych.

W celu znalezienia wtasciwej interpretacji zatézmy, ze proces generujacy dane (ang. data generating
process, DGP) zawiera sktadowa stochastyczna i sktadowa deterministyczna; podobnie czyni Liitkepohl
(2005, s. 256):

v, =y +Hd, @
gdzie:
Y, = [Vi ] - wektor M zmiennych zintegrowanych w stopniu pierwszym, o wymiarach
M x1, por. (1),
d =[d,..d,]" -wektorZ zmiennych deterministycznych, o wymiarach Zx 1,
H=[h, { ... ! h,]-macierz o wymiarach M x Z parametréw zwiazanych ze zmiennymi
deterministycznymi, h. = [A., ... k., 1",

Wystepowanie zmiany strukturalnej moze zatem oznacza¢ zmiane cz¢sci deterministycznej lub
czgsci stochastycznej procesu generujacego dane. W zaleznosci od charakteru zmiany otrzymujemy
zasadniczo odmienne modele VEC.

Przyjmijmy, ze zmiana strukturalna wpltywa wytacznie na sktadowa deterministyczng procesu ge-
nerujacego dane. Jesli w sktadowej deterministycznej wystepuje tylko wyraz wolny, a efekt zmiany
strukturalnej w okresie t, mozna uwzgledni¢ przez wprowadzenie odpowiedniej zmiennej zero-jedyn-
kowej, to d, =[1 u,]", a proces generujacy dane ma postac:
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v,=y,+h +huy, ?3)

t

Taka definicja zmiennej u, jest rownowazna zalozeniu, ze zachodzi tylko jedna zmiana struk-
turalna w znanym okresie ¢, Zalozenie to mozna uogo6lni¢ na przypadek wystgpienia wielu zmian
strukturalnych.

Mnozac lewostronnie (3) przez II(L), gdzie IN(L)=1-LII, - L°IL, —...— LM ,a I (s=1,..,5)
0znaczaja macierze parametréw o wymiarach Mx M, otrzymujemy:

II(L)v,=I(L)y,+II(L)h, + II(L)h,u, @)

Sktadniki deterministyczne wystepujace po prawej stronie réwnania (4) réwnaja si¢ odpowiednio
(por. Gosiriska 2009):

I(L)h, = (1- LI, - LI, —....— L°TI)h, = ~AB"h, )
N(Dhyu, = hyu, — Mhyy, | —ILhg, , ~Mhgy, . -Thgy, o =
=hgu, —hu,  +hu, - b, —Thhau, , +
+ILhyu, - ILhw,  -ILhyu, —.. -Ihu, (=
=h,Au, +(I-II,-I)hu,  + ILhAu, - ILhu, ; —....—TIihu, ¢ =

={-1L-10,—...-TI)h,u,  + h,Au, + ILhAu, | +(TL, +...+ 11 )hu, | +
-ILhu_, -1 hyu

Dodajac i odejmujac kolejno (IL; +...+ I Hh,u, ,, (0, +...+ M )hu, ,,..., Ighu, ., ostatecz-
nie mozna zapisac:

S-1
I(L)hyu, = -AB h,u,_, +h,Au, + 3 (-T,)h,Au,_, )

s=1

Po podstawieniu (1), (5) i (6) do (4) otrzymujemy reprezentacje modelu VEC z wyrazem wolnym
i zmiang wyrazu wolnego:

S-1 S-1
AV! = A[BTVIJ + g] + g3u171]+ 21—‘\ AVPS + Zof;Aut*s—’_Et (7)
s=1 §=

dlar=S8+1, S+2,...,
h, dlas=0

dzie: g, =-B"h,, g,=-B'h,, f; =
gdzie: g, 83 ER {_I‘Sh3 dlas=12,.,5-1
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Zdefiniowanie macierzy:

G:[g1 g3]=

gdzie f, jest wektorem o wymiarach M x 1,

pozwala zapisa¢ réwnanie (7) w postaci:
‘ . S-1 S-1
AV, =ABv + 3T Av,  + FFAd,_ +§, ®)
s=1 s=0

v = V”l — wektor o wymiarach Nx 1, N=M + Z,

t-1 d

t-1
B =[B" G] - macierz wektoréw kointegrujacych o wymiarach R x N,

G - macierz parametrow zwiazanych ze zmiennymi deterministycznymi w przestrzeni kointegru-
jacej, o wymiarach R X Z,

F_ - macierz parametréw zwigzanych ze zmiennymi deterministycznymi poza przestrzenig koin-
tegrujaca, o wymiarach M x Z.

Szczegdlna postacia modelu (8) jest taka, w ktorej sktadowa deterministyczna zawiera wytacznie
wyraz wolny. Wowczas h, jest wektorem zerowym, co oznacza brak zmiany strukturalnej. Model VEC
dla procesu generujacego dane: v, =y, + h, ma postac:

S-1

Av,=AB”"v; +>3'I Av, +E, ©)
s=1
gdzie:
#* Vlll
Vi = >
1
B” = [BT gl]’
g = 7BTh1

Restrykcja g, = -Bh, zapewnia, ze wyraz wolny w tym modelu nie generuje trendu liniowego.
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Z powyzszego wynika, Ze wprowadzenie do przestrzeni kointegrujacej zmiennej zero-jedynkowej
w okresie ¢ jest rGwnowazne przyjeciu, iz w procesie generujacym dane zmiana strukturalna wystapi-
ta w okresie ¢ — 1. Ponadto jesli to zmiana strukturalna jest przyczyna wprowadzenia zmiennej zero-
sjedynkowej do przestrzeni kointegrujacej, to odpowiednie zmienne zero-jedynkowe musza si¢ znalez¢
takze poza przestrzenia kointegrujaca.

3. Testowanie wyst¢powania zmiany wyrazu wolnego

Rozwazmy posta¢ modelu VEC z wyrazem wolnym i zmiang wyrazu wolnego (por. wzoér 7). Testowa-
nie wystepowania w znanym okresie #, zmiany wyrazu wolnego polega na weryfikacji hipotezy: h; = 0.
Do tego celu mozna wykorzystaé statystyke Walda. Wyznaczenie jej wartosci wymaga zastosowania
dwustopniowej procedury, w ktdrej najpierw estymowane sg parametry czesci stochastycznej przy za-
tozeniu rzedu kointegracji R, a nastepnie parametry czesci deterministycznej (por. wzdr 2). Testy doty-
czace wystepowania zmian strukturalnych zaktadaja w hipotezie zerowej brak zmiany strukturalnej,
a zatem:
Ho: h; =0

10
H11h37ﬁ0 ( )

Zaktadajac prawdziwo$¢ hipotezy zerowej, mamy h, = 0. Oznacza to, ze wektory parametréw
zwigzanych ze zmiennymi, ktére charakteryzuja zmiane strukturalng w przestrzeni kointegrujacej, sa
réwne zero (g, = 0), jak rowniez wszystkie parametry krotkookresowe zwigzane ze zmienng determi-
nistyczng u, s3 réwne zero. Dekompozycja wektora parametréw h, w kierunku stacjonarnym oraz nie-
stacjonarnym wigze si¢ z nastepujacym uktadem hipotez:

Hy: B’h, =0AB’h, =0

a1
Hi: B'h, # 0vB’h, # 0 :

Proponowany test polega na tacznym sprawdzaniu restrykcji B'h, =01i B'h, =0 za po-
moca statystyki Walda. Estymatory B'h, i B’h, sa asymptotycznie niezaleine, poniewaz
B, (B'B,)"'B” +B(B"B)'B” =1 (por. Sobreira, Nunes 2012). Statystyke Walda dla tacznego testu
mozna zatem zapisa¢ jako sume statystyk Walda dla kazdej z hipotez:

WALD =WALD ; + WALD (12)

gdzie:
WALD, - statystyka Walda dlaHy: B"h, =0,
WALD, - statystyka Walda dla Hy: B'h, = 0.

Wyznaczenie statystyki Walda danej wzorem (12) wymaga estymacji parametréw czgsci determini-
stycznej w kierunku B i B, (por. aneks). Estymatory parametréw zwigzanych ze zmienng zero-jedynko-
Wa: ﬁm i ﬁfn,s (por. aneks), s3 podstawg do wyznaczenia statystyki Walda, umozliwiajacej testowanie
zmiany strukturalnej w wyrazie wolnym w okresie #;:



Testowanie zmiany strukturalnej... 585

WALD = (B h,)"[D*(B"h,)]"'[BTh,]+[B"h,]" [D*(B"h,)]" (B"h,) 13)
Z wlasnosci estymatora fl3 (por. aneks) wynika, ze statystyka (13) jest ograniczona, tzn. Op(l).

Alternatywng postac statystyki Walda dla uktadu hipotez (11) mozna wyprowadzi¢, wykorzystujac
macierz restrykcji @ (por. Perron, Yabu 2009) dla modelu jednoréwnaniowego. Hipotez¢ zerowa mozna
wowczas zapisac jako Oh = ¢, gdzie:

h.

B,1
h]"}J_,l
hf;,}

h B3
macierz restrykcji® =[0,,.,, : I,/ 1,

¢ — wektor zerowy o wymiarach M x 1.

Statystyka Walda dla uktadu hipotez:

Hy: Oh=
0 0 (14)
HI: Gh * (p
jest nastepujaca:
WALD = (®h - )" [@D*(h)®" ' (Oh - ¢) (15)
Przy zatozeniu, ze @ jest wektorem zerowym, rownanie (15) sprowadza si¢ do postaci:
WALD = (®h)"[@D?*(h)®" "' (®h) (16)

W przypadku, gdy moment wystgpienia zmiany strukturalnej nie jest znany, zaproponowano
odpowiednie uogdlnienie statystyki Walda (Andrews 1993):

SUpWALD = sup WALD(7) (17)

gdzie 7€(0,1) charakteryzuje moment wystapienia zmiany strukturalnej, zdefiniowany jako
t, =1T; T-liczba obserwacji w prébie.

Najistotniejsza zmiana strukturalna odpowiada z, dla ktérego wartos$¢ statystyki Walda jest naj-
wyzsza. Procedura znalezienia momentu, w ktérym nastepuje zmiana wyrazu wolnego w prébie,
polega na wyznaczeniu nastepujacej statystyki:

supWALD = max WALD (t) (18)

O<z<l



586 E. Gosiriska

W hipotezie zerowej przyjmuje si¢ h, (r) = 0, przy zalozeniu, ze h, (z) jest wektorem parametrow
przy zmiennej:

"y - 1 dlat=[tT]
0 dlar<[zT]

Rozktad statystyki (18) nie jest standardowy, zatem wartosci krytyczne dla poszczegdlnych testéw
nalezy wyznaczy¢ symulacyjnie.

4. Wlasnosci testu WALD dotyczacego wystepowania zmiany wyrazu
wolnego

Wartosci krytyczne testu Walda danego wzorem (13) zostaly wyznaczone za pomoca symulacji Monte
Carlo, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, co jest rownowazne warunkowi h, = 0. Przyjeto
takze, ze parametry zwigzane z pozostalymi zmiennymi deterministycznymi w procesie generujacym
dane, ktdrych nie dotyczy hipoteza zerowa, sa réwne zero, poniewaz statystyka Walda nie zalezy od
wartosci tych parametréw. Ostatecznie, proces generujacy dane wykorzystany w symulacjach dotycza-
cych wartosci krytycznych ma postac v,=y. Proces generujacy sktadowa stochastyczng y, przy zaltoze-
niuy, ze jest R wektoréw kointegrujacych, mozna zapisa¢ nastepujaco (por. Toda 1994; 1995):

Yo te 19

gdzie e, ~ N(0,1), a |p| < 1 oznacza parametr autoregresyjny.

Powyzsze réwnanie zaklada, ze istnieje R stacjonarnych oraz M — R niestacjonarnych szeregdw,
stad rzad kointegracji wynosi R.

W symulacjach wartosci krytycznych przyjeto, ze parametry zwigzane ze skladnikami determi-
nistycznymi sg réwne zero w procesie generujacym dane. Liczba losowanl wynosita 100 000. Wartosci
krytyczne dla testu WALD wyznaczono dla poziomu istotnosci 5%.

Podsumowujac, wartosci krytyczne dla testu WALD zaleza od liczby obserwacji w prébie (7), liczby
zmiennych w systemie (M), wartosci parametru autoregresyjnego (por. p we wzorze 19), rzedu kointe-
gracji (R) oraz momentu wystgpienia zmiany strukturalnej (r, gdzie 7 = ¢,/T).

Analiza wlasnosci testu polega na obliczeniu mocy, a takze rozmiaru testu. Moc testu WALD
zostata wyznaczona symulacyjnie przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy alternatywnej. Oznacza to, ze
W procesie generujacym dane wystepuje niezerowy parametr zwigzany ze zmienng deterministyczna
reprezentujaca zmiane strukturalna. Zatozono zatem, ze DGP ma posta¢:

vV, =y, th +hyu, (20
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gdzie:
pl, 0
YI = 0 IM_R yt—l + el,
et ~ N(Obl)a

"y = 1 dlat=[zT]
"o dlat¢<[eT]

We wszystkich eksperymentach dotyczacych mocy testu liczba losowan wynosita 10 000.
Statystyka testu WALD nie zalezy od wyrazu wolnego, wiec wektor h, mozna poming¢ (Perron,
Yabu 2009). Wzér (20) mozna wéwczas zapisaé nastepujaco:

v, =y, +hu, 21D

Nastepnie zalozono, ze znany jest moment wystapienia zaburzenia oraz wartosci parametréw
zwigzanych ze zmiana wyrazu wolnego. W celu wygenerowania danych ze zmiang strukturalng nale-
zato okresli¢ wielkos¢ zaburzenia. Przyjeto, ze h, jest proporcjonalne do Sredniej procesu: h, = wh,. Moc
testu zostala oszacowana dla trzech réznych wartosci wspdtczynnika w, w € {1; 1,5; 2}. W ekspery-
mencie przyjeto, ze zmiana strukturalna nastepuje w srodku préby, stad 7 = 0,5, natomiast parametr
autoregresyjny p wynosi 0,5.

Rezultaty przedstawione w tabeli 2 prowadza do wniosku, ze moc testu WALD rosnie wraz ze wzro-
stem liczby obserwacji, wielkosci zaburzenia oraz liczby wspdlnych trendéw stochastycznych.

W kolejnym eksperymencie przeanalizowano wrazliwos$¢ mocy testu WALD na zatozenie dotycza-
ce normalnosci rozktadu sktadnikéw losowych. Ponownie obliczono wartosci krytyczne oraz moc testu
(por. tabela 3) dla sktadnikéw losowych pochodzacych z rozktadu t-Studenta (z piecioma stopniami swo-
body). Przyjeto zatem, ze proces generujacy sktadowa stochastyczng ma postac:

pl, 0
y, = y,, +e,, e, ~t-Studenta (5) (22)
0o I,.,

Wyniki zawarte w tabeli 3 prowadza do wniosku, ze zmiana rozkladu sktadnikéw losowych e, nie
powoduje pogorszenia mocy testu WALD.

Dodatkowej analizie poddano wptyw momentu wystapienia zmiany strukturalnej na moc testu
WALD. Przyjeto t €{0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9} dla systemu czterech zmiennych, w kté-
rym rzad kointegracji wynosi 2. Bez wzgledu na to, czy zmiana strukturalna wystapita na poczatku,
w srodku czy na koricu préby, moc testu WALD nie zmienia si¢ istotnie (por. tabela 4).

Zbadano, jaki wptyw na moc testu w procesie generujacym sktadowa stochastyczng ma parametr
autoregresyjny, zakladajac, ze p € {0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9}. Wyniki zestawiono w ta-
beli 5. Dla w > 1,5 moc testu WALD okazata si¢ niewrazliwa na wartos$¢ p. Dla matych wartosci o moz-
na zauwazy¢ niewielki spadek mocy testu wraz ze wzrostem p.

Rozmiar rozwazanego testu wyznaczono symulacyjnie na podstawie 10 000 losowan. Wartosci
statystyki wygenerowano przy zatozeniu braku zmian strukturalnych (H), a nast¢pnie obliczono praw-
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dopodobieristwo odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej. Na podstawie tabeli 6 mozna stwierdzic, ze
we wszystkich rozwazonych przypadkach wielko$¢ testu WALD wynosi blisko 5%.

Analiza wlasnosci testu supWALD sktadata sie z dwdch etapédw. Najpierw w wyniku kolejnych eks-
perymentéw wygenerowano dane ze zmiang strukturalng w wyrazie wolnym w réznych okresach,
7€ {0,2;0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8}. Nastepnie wyznaczono moment w prébie, dla ktérego statystyka
Walda osigga najwyzszg wartos¢. W przypadku kazdej ze statystyk powtdrzono eksperyment 500 razy
i sprawdzono, w ilu przypadkach maksymalng statystyke Walda otrzymano dla okresu, w ktérym zmia-
na strukturalna zostata zalozona w procesie generujagcym dane (por. tabela 7). Eksperymenty przepro-
wadzono dla systemu czterech zmiennych, w ktérym wystepuja dwa wektory kointegrujace.

5. Model VEC kursu walutowego zloty/euro. Wyniki empiryczne

Test WALD, supWALD (por. wzory 13 i 17) oraz model VEC ze zmiang strukturalng sktadowej determi-
nistycznej (por. wzor 8) zastosowano do systemu objasniajgcego kurs walutowy ztoty/euro. W analizo-
wanym systemie mozna si¢ spodziewa¢ wielu zmian strukturalnych, wynikajacych z proceséw rynko-
wych oraz instytucjonalnych.

Zgodnie z hipotezag CHEER realny kurs walutowy jest determinowany przez parytet sity nabyw-
czej walut (PPP, ang. purchasing power parity) oraz nieubezpieczony parytet stop procentowych (UIP,
ang. uncovered interest rate parity); por. Juselius, Johansen (1992). Kryzys finansowy w 2008 r. wykazat
konieczno$¢ rozszerzenia modelu kursu o zmienng, ktéra aproksymuje ryzyko finansowe (Kelm 2011).
Jedna z propozycji jest objasnienie premii za ryzyko wycenami kontraktéw CDS (ang. credit default
swap, por. Kebtowski 2011; Kebtowski, Welfe 2010). Réwnanie objasniajace realny kurs mozna wéwczas
zapisa¢ nastepujaco:

q,= ¢, ~Ap,) (1] = Ap/)] +$,(CDS, - CDS/) + ¢, 23
gdzie:
q, - realny kurs walutowy (¢, = ex, — p, + p,f ; €x, - nominalny kurs walutowy, p, - indeks
cen krajowych, ptf - indeks cen za granica),
I, - krajowa dtugookresowa stopa procentowa,
If - dtugookresowa stopa procentowa za granica,

Ap, - stopa inflacji w kraju,

Ap/ - stopa inflacji za granica,

CDS, - wycena kontraktéow CDS w kraju,

CDS{ '~ wycena kontraktéw CDS za granica,

g, - stacjonarny sktadnik losowy zwigzany z oczekiwanym ryzykiem.

Wycena instrumentu pochodnego dotyczaca ryzyka kredytowego (CDS) okresla premie za ryzyko
zawarta w poziomie oprocentowania obligacji skarbowych (por. Duffie 1999; Kebtowski 2015). Réznica
miedzy poziomami CDS a stopami procentowymi pozwala zatem otrzymac stopy procentowe skorygo-
wane o ryzyko:
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q,= ¢, CDS,~ Ap,)—(I/ - CDS/— Ap/ )]+ ¢, (24)

Model CHEER nie uwzglednia mechanizméw majacych wptyw na kurs walutowy w srednim okre-
sie, np. relacji aktywow zagranicznych netto do produktu krajowego brutto danego kraju, rdéznicy
miedzy wydajnoscig pracy w kraju i za granica lub relacji tzw. warunkéw wymiany migdzynarodowej
(ang. terms of trade) w kraju i za granica. Model (24) mozna zatem rozszerzy¢ o zmienng definiujaca
relatywne terms of trade, ktéra wynika z hipotezy BEER (Kelm 2013):

q,= dy+ [, ~ CDS,~Ap,) (1] = CDS/ — Ap/ )]+ ¢, (tot, — tot/ ) + &, (25)
gdzie:
b - wyraz wolny,
tot, — tot] - relacja terms of trade w kraju i za granica.

Analizowana préba obejmuje dane miesi¢czne za okres od marca 2003 do maja 2014 r. Sprawdzono
mozliwos$¢ wystgpowania w tym czasie zmiany strukturalnej o charakterze zmiany wyrazu wolnego, co
pozwala nastepujaco zapisa¢ réwnanie (25):

q, =¢, T¢I, -=CDS, - Ap,)— (I] - CDS] = Ap/ )]+, (tot, —tot] ) +pu,+¢,  (26)

gdzie:
1 dlazr=¢,
u =
0 dlar<t¢,’

t,— nieznany moment wystapienia zmiany strukturalnej.

W réwnaniu objasniajacym kurs zloty/euro przyjeto, ze krajem referencyjnym sg Niemcy, ze
wzgledu na ich wysoki udziat w wymianie handlowej Polski. Przedmiotem rozwazan byt nastepujacy
system zawierajacy szes$¢ zmiennych:

v,=lq, IF, Ap, IF/ Ap] tor] 27)
gdzie:
q, - realny kurs walutowy (por. wzor 23),
D, - indeks krajowych cen towardéw i ustug konsumpcyjnych (2010 = 100),
pf ' - indeks cen towardw i ustug konsumpcyjnych w Niemczech (2010 = 100),
IF, = (I, - CDS,) - krajowe stopy procentowe wolne od ryzyka,
1, - nominalna dtugookresowa krajowa stopa procentowa (oprocentowanie 10-letnich obligacji),

CDS, - instrument pochodny ryzyka kredytowego dla Polski,

IF/ = (I/ - CDS/) - stopy procentowe dla Niemiec wolne od ryzyka,

1 f - nominalna dtugookresowa stopa procentowa dla Niemiec (oprocentowanie 10-letnich obligacji),
CDS{ — instrument pochodny ryzyka kredytowego dla Niemiec,

totr, = (tot, —tot!") - relatywne terms of trade,

tot, - relacja deflatora polskiego eksportu do deflatora polskiego importu (2010 = 100),

tot]/ - relacja deflatora eksportu Niemiec do deflatora importu Niemiec (2010 = 100).

Mate litery oznaczaja logarytmy.
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W ramach analizowanego systemu zalozono staba egzogeniczno$¢ zmiennych dotyczacych
gospodarki Niemiec oraz zidentyfikowano dwie relacje o charakterze dtugookresowym. Pierwsza
z nich jest rGwnaniem kursu walutowego o postaci:

q, + BulUF, -Ap,) - ([F:f _Aptf N+ Batotr, + By, + By, = &, (28)

W drugiej relacji kointegrujacej przyjeto, ze krajowe stopy procentowe wolne od ryzyka sg funkcja
krajowej inflacji:

IF, + 532 Ap, + B, + ﬁszur =&y (29)

W celu wyznaczenia momentu zaburzenia #, nalezalo najpierw dokona¢ estymacji parametrow
sktadowej stochastycznej i sktadowej deterministycznej modelu VEC (wzdr 9). Obliczenie statystyki
SUpWALD (wzdr 17) umozliwito identyfikacje momentu wystgpienia zmiany strukturalnej. Do estyma-
¢ji parametréw sktadowej stochastycznej wykorzystano metode najwiekszej wiarygodnosci z uwzgled-
nieniem restrykcji natozonych na macierz wektoréw kointegrujacych i macierz dostosowan. Restrykcje
nalozone na macierz wag wynikaja ze stabej egzogenicznosci zmiennych dotyczacych gospodarki Nie-
miec, natomiast restrykcje strukturalizujace nalozone na macierz B” zapewniaja odpowiednig interpre-
tacje otrzymanych wektoréw kointegrujacych (zgodna z teorig ekonomii).

Moment najbardziej istotnej zmiany strukturalnej okreslony jest przez najwyzsza wartos¢ sta-
tystyki WALD. Ze wzgledu na gorsze wiasnosci testu supWALD w przypadku, gdy zmiana struk-
turalna wystepuje na poczatku lub na koricu préby, do wyznaczenia maksimum nie wykorzysta-
no wartosci statystyki dla okresow odpowiadajacych 25% obserwacji z poczatku i z korica préby:
SupWALD = max WALD(), gdzie 7 € {0,26; 0,27;...; 0,74 }. Maksymalna statystyka testu WALD

0,25<71<0,75
- przy zalozeniu, ze zmiana strukturalna powodowata zmian¢ wyrazu wolnego — wynosi 90,8364 dla

7 = 0,37. Oznacza to, ze zmiana strukturalna w wyrazie wolnym w procesach generujacych zmienne
wystapila w marcu 2007 r. (por. wykres 1). Wartos¢ krytyczna testu supWALD, wyznaczona symulacyj-
nie dla trzech zmiennych endogenicznych: R = 2, T'= 150 i n = 100 000, wynosi 47,7778. Nalezy zatem
odrzuci¢ hipoteze zerowa na korzys¢ alternatywnej, w ktdrej zaktada si¢ istotnos¢ testowanej zmiany
strukturalnej. Pod koniec pierwszego kwartatu 2007 r. rozpoczat si¢ kryzys finansowy w Stanach Zjed-
noczonych oraz nastapita nagta aprecjacja ztotego w stosunku do innych walut (m.in. do euro i dolara),

ktoéra nie miata odzwierciedlenia w zmianach mechanizméw makroekonomicznych.
Dodatkowo, z wykresu 1 wynika, ze mozna wyodrebni¢ dtuzszy podokres: styczenl — wrzesien

2007 r., w ktérym wartosci statystyk Walda sg wigeksze od wartosci krytycznej. Rozwazany model VEC
(wzdr 7) oraz procedura testowania uwzgledniaja wystepowanie jednej zmiany strukturalnej. Dalszej
analizie poddano zatem model ze zmiana strukturalng w okresie, dla ktérego otrzymano najwyzsza
warto$¢ statystyki (marzec 2007 r.).

Nalezy zauwazy¢, ze w wektorach kointegrujacych modelu VEC wystepuja zmienne z jednookreso-
wym opdznieniem. W tych relacjach zmienna u, ,, ktdra charakteryzuje zmiang wyrazu wolnego, wy-
nosi wigc 0 w okresie przed kwietniem 2007 1. oraz 1 w kwietniu 2007 r. i pdZniej.

Nastepnie przeanalizowano model VEC z restrykcjami natozonymi na macierze A i B', przy zato-
zeniu, ze zmiana strukturalna w procesach generujacych zmienne nastgpita w marcu 2007 r. Na pod-
stawie otrzymanych wynikéw testu §ladu dla modelu ze zmiang strukturalng (por. Johansen, Mosconi,
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Nielsen 2000) mozna wnioskowac, ze w analizowanym systemie (warunkowym wzgledem zmiennych
stabo egzogenicznych) wystepuja dwa bazowe wektory kointegrujace (por. tabela 8).

Przy zalozeniu R = 2 oszacowania modelu VEC ze zmiang wyrazu wolnego w marcu 2007 r. (z,)
z restrykcjami na A i B’ (H,, H,, H, — macierze restrykcji) sa nastepujace:

-0,1134  2,2057
" I (-2,55) (1,31)
A=H,p, =|>|| 00002 -0,035 (30)
0., (0,72) (-2.76)
0,0176 0,5497
(5,04) 4,1)

ﬁ*T:([Hl(f’Bl H2¢32])T:
1 18,73 -18,73 -18,73 18,73 233 -149 0,08

- GST) (=387 (-387)  (387)  (3.44) (-516)  (2,99) @1)
0 1 -0,67 0 0 0 -0,004 0,002
(~5.89) (<271 (267

W nawiasach podano wartosci statystyk t-Studenta, obliczone na podstawie wzoréw dostepnych
w pracy Hansena i Juseliusa (2002); wszystkie obliczenia wykonano w programie Matlab.

Warto zauwazyc, ze oprocz zmiennej u, i jej dostosowari w krétkim okresie (Ax, ,) w modelu nie
wystepuja zadne inne zmienne zero-jedynkowe. Otrzymane wektory kointegrujace mozna zapisac
w postaci nastepujacych réwnar dtugookresowych:

q, = _18773 ’ [(IF; _Apt) - (IF;f _Apr/)] - 2,33t0ll"t + 1949 - 0’0811[ + € (32)

IF, = 0,67Ap, + 0,004 0,002, + e,, (33)

Oszacowania parametréow dtugookresowych w (32) i (33) sa zgodne z teoria i z wynikami innych
badan empirycznych (por. Kebtowski, Welfe 2012; Kebtowski 2015). Wzrost dysparytetu pomigdzy pol-
skimi a zagranicznymi realnymi stopami procentowymi skorygowanymi o ryzyko powoduje spadek
kursu realnego, a zatem aprecjacje kursu nominalnego ztoty/euro. Poprawa warunkéw wymiany mig-
dzynarodowej w Polsce powoduje takze aprecjacje polskiej waluty. Z drugiego réwnania wynika, ze na
skutek zwiekszenia si¢ krajowej inflacji nastepuje mniejszy niz proporcjonalny wzrost stop procento-
wych wolnych od ryzyka.

Wykorzystujac wyniki testu CRDF, mozna stwierdzi¢, ze opisane relacje kointegrujace nie generu-
ja trenddéw stochastycznych, a wigc s3 stacjonarne. Otrzymane oszacowania parametréw macierzy wag
wskazuja na istotne ujemne dostosowanie realnego kursu do wektora kointegrujacego, opisujacego
rownanie dlugookresowe dla kursu, oraz ujemne istotne dostosowanie krajowych stép procentowych
wolnych od ryzyka do drugiego wektora kointegrujacego. Na koniec zbadano wtasciwosci stochastyczne
reszt z poszczegdlnych réwnan dla zmiennych endogenicznych Ag,, AIF, A’p, w modelu VEC. Moz-
na wnioskowac, ze reszty z poszczegolnych réwnan wektorowego modelu korekty btedem sg stacjonar-
ne, maja rozktad normalny oraz nie wystepuje autokorelacja.
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6. Podsumowanie

Wystepowanie zmiany strukturalnej w procesach generujacych zmienne ekonomiczne silnie wptywa
na posta¢ wieloréwnaniowego modelu korekty bledem. Rezultaty prowadza do wniosku, ze wystepo-
wanie zmiany strukturalnej w czgsci deterministycznej DGP powoduje jednoczesng modyfikacje skta-
dowych deterministycznych w przestrzeni kointegrujacej i poza nia. Wprowadzenie zmiennych zero-
sjedynkowych do przestrzeni kointegrujacej lub poza nig, cho¢ technicznie mozliwe, nie moze by¢ in-
terpretowane jako zmiana strukturalna.

Do sprawdzenia, czy wyst¢puje zmiana wyrazu wolnego w znanym okresie, zaproponowano wy-
korzystanie statystyki Walda. Okazuje si¢, Ze moc testu dotyczacego zmiany wyrazu wolnego rosnie
wraz ze wzrostem liczby obserwacji oraz wielkosci zaburzenia. Z dodatkowo przeprowadzonych eks-
perymentéw wynika, Zze moc testu WALD nie jest wrazliwa na zmian¢ rozktadu sktadnikéw losowych
(z normalnego na t-Studenta), zmiane parametru autoregresyjnego zatozonego w symulacjach oraz mo-
ment wystapienia zmiany strukturalnej. Ze wzgledu na to, ze moment wystapienia zmiany struktural-
nej w systemach opisujacych funkcjonowanie mechanizméw ekonomicznych zazwyczaj nie jest znany,
zaproponowano wykorzystanie w testowaniu statystyki supWALD. Na jej podstawie mozna wyznaczy¢
moment zaburzenia, tzn. taki okres, w ktérym statystyka Walda ma najwyzsza wartos¢.

Model VEC ze zmiang strukturalng, a doktadniej zmiana wyrazu wolnego, zastosowano do mo-
delowania kursu walutowego zloty/euro. W celu zidentyfikowania momentu wystapienia zaburzenia
w sktadowej deterministycznej procesu generujacego dane wykorzystano statystyke supWALD. Okazuje
si¢, ze w analizowanym modelu zmiana strukturalna wystapita w marcu 2007 r. W systemie zidentyfi-
kowano dwa wektory kointegrujace, z ktérych jeden mozna interpretowac jako dtugookresowe réwna-
nie kursu walutowego zloty/euro. Drugi wektor kointegrujacy jest réwnaniem diugookresowych stép
procentowych skorygowanych o ryzyko.
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Aneks

Estymatory parametrow czesci deterministycznej w kierunku B i B, nalezy wyznaczy¢ na podstawie
rownania:

A

Q'I(L)v, =K, h, +K. h, +K_ h

R N N N N .+
thhBl,] B,ir B, B3t B3 B3t BJ3 nr (Al)

K, =II(L)=11- L 1=2..8 (A2)

0, t<t,
1, (=1,
> _ T _ -1,
K3t - H(L)ut - I- H]" t= tO + 1,...,t0 + S -1 (AS)
jl
~AB’, t=1,+8,.,T

A

Parametry czesci stochastycznej, czyli A, B, r » fz, o T s> €2, nalezy wyznaczy¢, wykorzy-
stujac metode Johansena na podstawie modelu (7), a macierze parametréw zawarte w wielomianie
op6znien II(L) na podstawie wzoréw:

I, =1, +AB" +T, (A4)
o =0-1r, ,j=2.5-1 (A5)

I, =-I (A6)



Testowanie zmiany strukturalnej... 595

Zgodnie z uogdélniona metoda najmniejszych kwadratow macierz Q nalezy zdefinio-
waé w taki sposb, aby spetniony byl warunek QQ” = Q. Wéwczas macierz wariancji sktad-
nika losowego w réwnaniu (A1) jest sferyczna i jednostkowa. Warunek ten jest spetniony, gdy
Q=[Q'AA"Q'A)"* I A (ATQA )], gdzie Q jest macierza wariancji kowariancji sktadni-
kéw losowych réwnania (7). Ostatecznie estymatory ﬁfm ’ﬁfh,z’ h ﬁl.l3 nalezy wyznaczy¢ z réwna-
nia (A1) za pomoca uogdlnionej metody najmniejszych kwadratéw:

B,1°

gdzie K, = [K;  :

B 1 B3t ° fal3z]'

Wrtasnosci asymptotyczne estymatoréw sktadowej deterministycznej z réwnania (A1) w kierunku
B, i B s3 nastepujace (por. Saikkonen, Liitkepohl 2000):

Bi(h,-h)=0,(1) (A8)
B (h,~h,)=0,(1) (A9)
JTB'(h, - h))=0,() (A10)

\/Tﬁ ty T(ﬁs -hy)= Op(l) (ATD)
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Tabela 1
Wartosci krytyczne testu WALD dla = 0,5, p= 0,5, n =100 000

R T=100 T=150 T=200
1 74,7193 45,7952 35,7194

M=4 2 70,4499 47,4562 38,8849
3 50,4537 36,5874 30,9836
1 125,8728 71,7660 52,2211
2 124,4478 76,8382 60,3457

M=5
3 101,121 68,3139 55,3375
4 69,3609 48,8074 40,9770

Uwagi: M - liczba zmiennych w systemie, R — wymiar przestrzeni kointegrujacej, T— liczebno$¢ proby; obliczenia wykonano
w programie Matlab.

Tabela 2
Moc testu WALD dla z=0,5, p=0,5, n =100 000

w=1 w=15 w=2

T=100 T=150 T=200 T=100 T=150 T=200 T=100 T=150 T=200

3 1 0,7380 0,8918 0,9440 0,8988 0,9653 0,9816 0,9538  0,9845 10,9931
M=4 2 2 0,6253  0,7634 0,8348 0,7910 0,8888 10,9261 0,8766  0,9353  0,9567

1 3 0,4554  0,5612  0,6225 0,6116  0,6905 0,7435 0,7061  0,7718 0,8063

4 1 0,7313  0,9170  0,9683 0,9223 0,9794 0,9937 0,9664 0,9932 0,9972
3 2 0,6678 0,8349 0,9056 0,8596  0,9408 0,9671 0,9314  0,9746  0,9888
2 3 0,5895 0,7283 0,7992 0,7757  0,8567 0,9004 0,8624  0,9178  0,9438

1 4 0,4336  0,5418 0,5993 0,5884 0,6781 0,7204 0,6821  0,7590 0,7951

Uwagi: M - liczba zmiennych w systemie, R — wymiar przestrzeni kointegrujacej, K - liczba wspdlnych trendéw stochasty-
cznych, T - liczebnos¢ préby, K = M — R; obliczenia wykonano w programie Matlab.
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Tabela 3
Moc testu WALD dla sktadnikéw losowych z rozktadu t-Studenta dla T = 200

w=1 w=15 w=2
K R
normalny ¢-Studenta  normalny tStudenta  normalny ¢Studenta
3 1 0,9440 0,9375 0,9816 0,9785 0,9931 0,9917
M=4 2 2 0,8348 0,8298 0,9261 0,9212 0,9567 0,9511
1 3 0,6225 0,6184 0,7435 0,7394 0,8063 0,8087

Uwagi: M - liczba zmiennych w systemie, R — wymiar przestrzeni kointegrujacej, K — liczba wspdlnych trendéw stochasty-
cznych, T - liczebnos¢ préby, K = M — R; obliczenia wykonano w programie Matlab.

Tabela 4
Moc testu WALD w zaleznosci od tdla 7=200,M=4iR=2

w t=0,1 7=0,2 t=0,3 =04 7=0,5 7=0,6 t=0,7 7=0,8 =09

1 0,9134 0,8753 0,8512 0,8368 0,8348 0,8370 0,8553 0,8810 0,9128
1,5 0,9602 0,9441 0,9257 0,9284 0,9261 0,9217 0,9342 0,9429 0,9632

2 0,9806 0,9681 0,9606 0,9536 0,9567 0,9609 0,9628 0,9666 0,9820

Tabela 5
Moc testu WALD w zaleznosci od parametru pdla T=200,M=4iR=2

0} p=01 p=02 p=03 p=04 p=0,>5 p=06 p=07 p=08 p=09

1 0,8516 0,8539 0,8433 0,8393 0,8348 0,8188 0,8005 0,7720 0,7485
1,5 0,9318 0,9289 0,9282 0,9247 0,9261 0,9105 0,9087 0,8892 0,8799

2 0,9643 0,9591 0,9602 0,9591 0,9567 0,9492 0,9455 0,9368 0,9301

Uwagi: obliczenia wykonano w programie Matlab.
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Tabela 6
Rozmiar testu WALD

R T=100 T=200
1 0,0503 0,0528
M=4 2 0,0516 0,0501
3 0,0512 0,0511
1 0,0444 0,0526
2 0,0450 0,0477
M=5
3 0,0468 0,0466
4 0,0496 0,0497

Uwagi: R — wymiar przestrzeni kointegrujacej, T— liczebnos¢ proby; obliczenia wykonano w programie Matlab.

Tabela 7
Wtasnosci testu supWALD (prawdopodobieristwo zidentyfikowania momentu zatozonej zmiany wyrazu
wolnego) dla T = 200

(0] p=0.2 p=03 p=04 p=05 p=0,6 p=0,7 p=038

0,5 0,584 0,614 0,646 0,693 0,672 0,634 0,585

1 0,970 0,984 0,978 0,971 0,978 0,990 0,970

1,5 0,999 1 1 0,999 0,998 1 0,998

Uwagi: obliczenia wykonane w programie Matlab.

Tabela 8
Wyniki testu §ladu dla modelu ze zmiang wyrazu wolnego w kwietniu 2007 r. przy zatozeniu stabej
egzogenicznoéci zmiennych: IF,/, Ap/, totr,

Wartos¢ statystyki

R Wartos¢ statystyki z korekta Bartletta Wartos¢ krytyczna
0 101,618 (0,000) 97,831 (0,000) 57,267
1 53,314 (0,001) 51,146 (0,001) 35,498
2 14,054 (0,177) 13,540 (0,125) 18,144

Uwagi: R — wymiar przestrzeni kointegrujacej; w nawiasach podano wartosci p-value; wartosci krytyczne wyznaczono
symulacyjnie w programie CATS.
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Wykres 1
Wartosci statystyk WALD(z) dla réznych ¢
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50 | A A
40 \/ \ /
30 1

20
10 1

O T T T T 1
2006 2007 2008 2009 2010 2011
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Testing for structural break in a VEC model

Abstract

Structural change can affect the deterministic component of the data generating process (DGP).
It can be shown that the introduction of a dummy into the cointegration space in the period t must
be interpreted as structural break in the DGP in the period ¢ -1. On the other hand, if it is introduced
into the cointegration space, the respective dummy must be simultaneously placed outside the
cointegration space as well.

In order to test for the break affecting the deterministic component we employed the Wald statistic.
The critical values and the power of the Wald test were simulated for various sizes of the cointegrating
space, the number of endogenous variables, the span of the break, normally and tdistributed errors.
The power of the test depends mostly on the magnitude of the break and the number of observations
while other factors are of secondary importance.

The cointegrated VAR with structural break was used to explain the behaviour of the Polish zloty/
euro exchange rate. Two cointegrating vectors were identified. The first one can be interpreted as
a long-term equation of the exchange rate zloty/euro and the second vector defines the long-term
real domestic interest rates corrected for risk. The supWALD statistic was used in order to identify the
moment of the break.

Keywords: structural break, VECM, Wald test, test for structural break, exchange rate modelling
PLN/EUR



