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Streszczenie

W modelach DSGE-VAR, zwanych hybrydowymi modelami wektorowej autoregresji, gtéwng role
w ksztaltowaniu sie brzegowej gestoSci obserwacji odgrywa parametr wagowy, okreslajacy
optymalny udziat informacji a priori pochodzacej z modelu réwnowagi ogélnej w modelu
polaczonym. W modelach, w ktérych jest on estymowany, nalezy przyja¢ rozktad a priori, majacy
wplyw narozkiad a priori wag modelu strukturalnego w modelu potaczonym, co mozna zilustrowac
za pomocg prostej techniki symulacyjnej. Wnioskowanie a posteriori o optymalnej wadze informacji
a priori w modelu hybrydowym pozostaje odporne na zmiany w zalozeniach a priori, dotyczace
parametru wagowego. Ocena parametru wagowego moze zosta¢ réwniez przeprowadzona po
estymacji szeregu modeli warunkowych, na podstawie kryterium maksymalizacji brzegowej
gestosci obserwacji. Analiza ksztaltowania sig a posteriori zmodyfikowanej sredniej harmonicznej
wskazuje, ze nie powinna ona stanowié jedynego kryterium wyboru modelu.
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1. Wstep

Estymowane modele réwnowagi ogélnej mozna stosowaé do opracowania rozktadu a priori wek-
torowej autoregresji. W literaturze przedmiotu znane sg jako modele DSGE-VAR (ang. Dynamic
Stochastic General Equilibrium Vector AutoRegression) i stanowig grupe identyfikowalnych, hy-
brydowych modeli wektorowej autoregresji. L.acza one zalety teoretycznych modeli makroekono-
micznych z elastycznoscig wektorowej autoregresji i pozwalajg okreslié, w jakim stopniu dane
empiryczne potwierdzajg kazde z podejs¢. Model DSGE-VAR sklada sig z pomocniczej wektoro-
wej autoregresji, stuzacej do aproksymacji rozwigzania modelu réwnowagi og6lnej, ktére nastep-
nie stuzy do konstrukcji rozktadu a priori gtéwnego modelu wektorowej autoregresji, wykorzy-
stujacego dane rzeczywiste. Najwazniejszg wielkoscig w modelu hybrydowym jest parametr wa-
gowy, okreslajacy udzial informacji a priori. Jego optymalna warto$¢ moze zosta¢ oszacowana
badZ wyznaczona po estymacji modeli warunkowych. Modele DSGE-VAR sa czesto wykorzysty-
wane w badaniach empirycznych. Istotne wydaje sie zatem przeanalizowanie wrazliwosci wnio-
skowania na zmiang przyjmowanych zaltozen a priori dotyczacych parametru wagowego. Caloéc
wnioskéw empirycznych dotyczy hybrydowego modelu wektorowej autoregresji, uzyskanego pod
warunkiem przyjecia pewnych zatozen wynikajacych z modelu réwnowagi ogdlnej i ustalonego
zbioru obserwacji.

Niniejsza praca jest poSwigcona sposobom optymalnego wyznaczania parametru wagowego,
specyfikacji jego rozktadu a priori, a takze analizie zmienno$ci brzegowe;j gestosci obserwacji, trak-
towanej jako podstawowe kryterium poréwnywania modeli. Skoncentrowano sig na dwéch mozli-
wych podejéciach do wyznaczania optymalnego udziatu informacji a priori w modelu potaczonym:
przez estymacje parametrow modeli warunkowych przy zadanych arbitralnie wartosciach para-
metru wagowego oraz przez estymacje modelu pelnego. Gtéwnym celem pracy jest potwierdzenie,
czy oceny logarytmu brzegowej gestosci obserwacji zalezg od metody szacowania modeli warun-
kowych wzgledem parametru wagowego podczas jego estymacji. W zakresie specyfikacji rozkladu
a priori parametru wagowego zaproponowano technike pokazujaca implikowany rozktad a priori
wagi modelu strukturalnego w hybrydowym, w zaleznosci od przyjecia danego rozktadu a priori
parametru wagowego. Procedura ta umozliwia réwniez okreslenie, jaki rozklad a priori parametru
wagowego powstaje po przyjeciu okreslonego rozkladu a priori wag modelu strukturalnego w mo-
delu hybrydowym. Specyfikacje rozktadu a priori parametru wagowego uzupetniaja rozwazania,
jak jego rodzaje wplywaja na wnioskowanie a posteriori. W szczegdlnosci podjeto prébe ujedno-
licenia informacji wstepnej o parametrze wagowym, przez przyjecie réznych rozktadéw a priori,
o poréwnywalnych charakterystykach. Zaproponowano, aby wnioskowanie a posteriori o opty-
malnym udziale informacji a priori w modelu hybrydowym oprze¢ na brzegowym rozktadzie a po-
steriori wag modelu strukturalnego w modelu hybrydowym, ze wzgledu na mozliwo$¢ dokonania
interpretacji ekonomicznej wag oraz obliczenia dla nich warto$ci oczekiwanej a posteriori i miar
niepewnosci wnioskowania. Alternatywne specyfikacje rozktadu a priori parametru wagowego zo-
staly wykorzystane do oceny brzegowej gestosci obserwacji i zilustrowania jej zmiennoéci. Prze-
prowadzone symulacje pozwolily odpowiedzie¢ na pytanie, czy lepiej estymowaé parametr wago-
wy czy szacowaé¢ modele warunkowe w odniesieniu do arbitralnie ustalonego zakresu wartosci.
Rozwazania uzupetniono poréwnaniem ocen brzegowej gestosci obserwacji w hybrydowych mode-
lach wektorowej autoregresji z jej oceng w modelu réwnowagi ogélnej szacowanym indywidualnie.
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Pierwsza cze$¢ pracy przedstawia zagadnienia budowy i wnioskowania w modelu DSGE-VAR,
niezbedne do naswietlenia decydujacej roli parametru wagowego, w szczegdlnosci zamieszczono
schemat konstrukcji modelu pomocniczego i rozktadu a priori oraz zaprezentowano rozktad a po-
steriori w modelu polaczonym. Drugg czes¢ pracy po§wigcono analizie zmiennoéci wnioskowa-
nia w zalezno$ci od sposobu traktowania a priori parametru wagowego. Najpierw zaprezentowano
estymacje modeli warunkowych, nastepnie zaproponowano procedure analizy rozktadu a priori wag
w zaleznosci od przyjetego rozkladu parametru wagowego. Rozwazano rozklad jednostajny, gam-
ma i uciety normalny. Prace podsumowuje prezentacja empirycznych wynikéw estymacji opty-
malnej wagi rozktadu a priori w modelu hybrydowym, préba ich poréwnania z rezultatami uzy-
skanymi za pomocg modeli warunkowych wzgledem parametru wagowego oraz oméwienie ocen
brzegowej gestoéci obserwacji.

2. Pomocniczy model wektorowej autoregresji

Specyfikacja DSGE-VAR, pozwalajaca na polaczenie wnioskowania na podstawie modeli réw-
nowagi ogélnej z modelami wektorowej autoregresji, zostala zaproponowana w pracy Del Negro
i Schorfheide’a (2004), a nastepnie rozwinieta przez Del Negro i in. (2007) oraz om6éwiona m.in.
w nastepujacych pracach: An i Schorfheide (2007), Christiano (2007) i Del Negro i Schorfheide
(2006). Ogdlnie polega ona na wykorzystaniu modelu réwnowagi ogélnej do skonstruowania roz-
ktadu a priori wektorowej autoregresji, co pozwala polaczy¢ zalety obydwu podej$é: modelu struk-
turalnego, opartego na teorii ekonomii, z elastyczno$ciag wektorowej autoregresji. Specyfikacja roz-
ktadu a priori parametréw wektorowej autoregresji opiera sie na liniowym rozwiazaniu modelu
réwnowagi og6lnej, zapisanym w formie reprezentacji w przestrzeni stanow:

s, = As, | + Be,

Y, =F+Cs, +v,

gdzie:

s, — wektor stanu,

AiB — elementy macierzy, bedace nieliniowymi funkcjami 6, wynikajacymi z rozwigzania
postaci zlinearyzowanej modelu strukturalnego,

v, — wektor zaklécen losowych w réwnaniu obserwacji, najczgsciej o rozkladzie normalnym,
v,~N"(0,%)),

e, — wektor innowacji zwigzanych z egzogenicznymi zaki6ceniami losowymi wystepujacymi
w postaci strukturalnej, ¢, ~ N("*)(O,Zg),

F i C — wektor i macierz znanych statych badZ parametréw podlegajacych oszacowaniu.

Model r6wnowagi ogdlnej jest tutaj traktowany jako podstawa konstruowania rozktadu a priori,
za ktérego posrednictwem w wektorowej autoregresji wprowadza sie zalozenia znane z teorii eko-
nomii lezacej u podstaw jego konstrukeji. Do budowy rozktadu a priori wykorzystuje sig formalne
wnioskowanie na podstawie pomocniczego modelu wektorowej autoregresji, ktéry stanowi przy-
blizenie modelu strukturalnego. Aproksymacja rozwigzania liniowej postaci modelu r6wnowagi
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ogolnej za pomoca wektorowej autoregresji wymaga wprowadzenia wielu restrykcji wigzacych jej
wspdlczynniki, wynikajgcych z modelu strukturalnego. Zlinearyzowang posta¢ modelu struktu-
ralnego mozna przeksztalci¢ w model wektorowej autoregresp w wyniku przeksztalcema funkcyj-
nego wektora parametréw 6 w macierz wspétczynnikéw @ i macierz kowarianciji s, pomocniczej
autoregresji:

Y = XD+ U
ktéra w przypadku jednej obserwacji wektorowej ma postac:

DY +i, =DX, +iI

1 1

M~

i:&)oJr

i

gdzie:

17{ — wektor (n x 1) zawierajacy zmienne endogeniczne, odpowiadajace zmiennym w réwnaniu
obserwacji modelu réwnowagi ogdlnej, ktéry zostal przyjety do generowania rozktadu a
priori parametréw modelu hybrydowego,

— macierz o wymiarach (T x n), skladajgca sie z Yt wierszy,

— liczebno$¢ teoretycznej préby,

~[@, D,..D ],

— macierz ((1 + np) x n) wspolczynnlkow autoregresu

— macierz (T x (1 + np)) o wierszach X =7 Y,,z'.-i,,p' 1,
X, - wektor ((1 + np) x 1),

U — macierz (Tx n) skladajaca sie z wierszy u

URUB B N =

i, ~ iidN" (0,2,,) — wektor (n x 1) zaklocen losowych o rozkladzie normalnym, z zero-
wym wektorem warto$ci oczekiwanych i macierzg kowariancji 2, 7 =1,...,T

Funkcja wiarygodnosci w tym przypadku ma standardowa postac:

(®,3,

T2 det(s,) T2 exp{-0,5tr[S. (¥ — XD) (¥ - XD)]} =
= (2m) " det(Z,) T2 exp{-0,5tr[E) (V'Y — (XB)' Y - V' XD + (XD) XD}

gdzie tr()) oznacza $lad macierzy.

Odwzorowanie parametrow strukturalnych 6 w macierze i iu uzyskuje sie przez formalne
wnioskowanie z wykorzystaniem teoretycznych momentéw pierwszego i drugiego rzedu zmien-
nych 17[ iX .. S one bezposrednio zalezne od parametré6w modelu réwnowagi ogélnej i wyraza-
ja sie warto$ciami oczekiwanymi E,(.), wyznaczanymi wzgledem rozkladu prawdopodobienstwa
0: T.(0) = E,(X, X)), T,(0)=E,(X, 7)), T},(0) = E, (Y, ¥) i [},(0)=T'(0).

Zastgpienie momentéw empirycznych danych sztucznych Yi X ich momentami teoretyczny-
mi ma na celu eliminacje dodatkowej niepewnosci zwigzanej z ich zmiennoscia prébkowa (Del
Negro, Schorfheide 2002). Liczebno$¢ danych sztucznych T jest powiazana z liczebnos$cig da-
nych obserwowalnych T'za posrednictwem zaleznosci okreslajacej parametr wagowy A: T = AT.
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Istnienie rozkladu a posteriori wymaga spetnienia warunku 4 = (n + k")/T, gdzie k" oznacza kolum-
ny macierzy X. Cze$¢ formul momentéw teoretycznych zamiescili w swojej pracy Warne, Coenen,
Christoffel (2012); wcze$niej zostaly one wprowadzone do pakietu Dynare (Adjemian i in. 2011);
ponizej zaprezentowano ich wyprowadzenie.

W funkcji wiarygodnosci zamiast momentéw empirycznych zmiennych danych sztucznych

Y i X, przyjeto ich przeskalowane momenty teoretyczne:

C(@,5,|7) o det(E,) " exp{~0,5t[T=, (T, (6) ~P'T, ()~ T, ()P + DT, (0) D]}

gdzie « oznacza znak proporcjonalnosci.

Przy zalozeniu nieinformacyjnego rozktadu a priori dla macierzy wspétczynnikéw & i macie-
rzy kowariancji X :

p(@,E,) = det(X,) """
prowadzi to do tacznego rozktadu a posteriori o postaci:

p(&),iu 0) o det(iu)*(fﬂwl)/z

exp{-0,5tr[T £, (T, (0)- D' T, (6)- T, ()P + DT, (0)P)]}

na podstawie ktérego otrzymujemy uktad warunkowych rozktadéw a posteriori.

Brzegowy rozktad a posteriori macierzy kowariancji iu, przy ustalonym €, ma forme odwréco-
nego rozkladu Wisharta, IW(.) (Zellner 1971):

0)=IW(TZ (0),T - (1+ np),n)

PE,

Z kolei, pod warunkiem iu i 0, rozklad a posteriori wspélczynnikéw autoregresji ® ma forme
rozkladu macierzowego normalnego, MN(.) (Poirer 1995):

P(@E,.0) = MN,,,, .. (B(0), TT.(6). E,) ")

1+np)xn

gdzie macierze parametréw Cf)(@) i i‘ (0), dane przez:
D(0) =[T..(0)] 'T,,(6)
2,(0)=T,(6) ~T(OT(0)] 'T,(6)

sg estymatorami najwiekszej wiarygodnosci i metody najmniejszych kwadratéw macierzy wspét-
czynnikéw @ i macierzy kowariancji 3 -
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Macierz T () jest odwracalna, jesli w modelu réwnowagi ogdlnej liczba zaktécert wystepu-
jacych w postaci strukturalnej jest réwna liczbie n obserwowanych szeregéw czasowych w réw-
naniu obserwacji (Del Negro, Schorfheide 2004). Macierze D(9)i iu (0) nazywane sg funkcjami
ograniczen (ang. restriction function), ktére po natozeniu na parametry wektorowej autoregresji bez
restrykcji powoduja, ze nasladuje ona model réwnowagi ogélnej, stajac sie jego aproksymacija i two-
rzac model wektorowej autoregresji z ograniczeniami.

Réwnania strukturalne modeli réwnowagi ogélnej sprowadzone do postaci logarytmiczno-li-
niowej maja zwykle reprezentacje w postaci wektorowej autoregresji ze srednig ruchoma. Sposéb
aproksymacji takiej reprezentacji zalezy od tego, jak precyzyjnie jest ona przyblizana przez wekto-
rowgq autoregresje. W praktyce liczba opdznien jest niska. Zagadnienie to, Sciéle zalezne od danego
modelu réwnowagi ogdlnej, zostalo oméwione m.in. w pracach: Ferndndez-Villaverde, Rubio-Ra-
mirez, Sargent (2005); Ferndndez-Villaverde i in. (2007), a takze Christiano, Eichenbaum, Vigfusson
(2006), Ravenna (2006), Chari, Kehoe, McGrattan (2008) i Kolasa, Rubaszek, Skrzypczynski (2012)
i w szerszym kontekscie w Favero (2007). W czeSci empirycznej przyjeto model réwnowagi ogol-
nej, w przypadku ktdrego reprezentacja wektorowej autoregres;ji i jej wlasnosci zostaly doktadnie
przedstawione w pracy Ferndndez-Villaverde, Rubio-Ram{rez, Sargent (2005).

3. Postac¢ analityczna funkcji restrykcji

Rozwigzanie modelu strukturalnego w formie réwnania stanu jest dyskretnym liniowym syste-
mem dynamicznym rzedu pierwszego, ktérego wartosé oczekiwana oraz momenty drugiego rzedu,
dla ustalonego 6, moga zosta¢ wyznaczone analitycznie. Wektor wartosci oczekiwanej zmiennych
endogenicznych modelu réwnowagi ogélnej w stanie ustalonym E(Y)) jest rtéwny F. Scentrowana
macierz kowariancji wektora Y, wyznaczona na podstawie reprezentacji modelu strukturalnego
w przestrzeni stan6w, jest okreslona przez vao) = C'Z C + Z,, natomiast pozostate macierze (scentro-
wanych) autokowariancji sa wyrazone formutla Zg) = C'AIZSC, dlaj=1,2,..., p, oraz Z(yj) =Z(y’j)
(Warne, Coenen, Christoffel 2012). Macierz kowariancji zmiennych stanu w stanie ustalonym X
jest bezposrednio obliczana po rozwigzaniu réwnania Lapunowa:

AZ A'+BY B'=%

s

ktore jest otrzymywane na podstawie definicji macierzy kowariancji wektora stanu:

E[(s, —5)(s, =)' ] = E[(4s, , + Be, )((4s, , + Be,) | = A= A'+BZ, B'=%_
przy zalozeniu niezmiennosci w czasie X, =2 i macierzy kowariancji szokéw strukturalnych
2, =2, spelnienia przez macierz 4 warunkow stabilnosci, niezaleznosci wektora stanu s, od
wektora zaklécen strukturalnych ¢, oraz E(s,) =5 =0.

Aproksymacja modelu réwnowagi ogélnej za pomocg modelu wektorowej autoregresji bez re-
strykcji jest dokonywana przez zastgpienie jej wspétczynnikéw @ i iu parametrami indukowany-
mi przez model strukturalny &(g) i f}u (6), uzyskanymi na podstawie autoregresji dla momentéw
teoretycznych, warunkowo wzgledem 6. Warto$¢ oczekiwana wektora Y, jest rtéwna E(Y,) = F
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w modelu strukturalnym i £ ()7, )= @'(G)AN’ , W wektorowej autoregresji. Macierze niescentrowa-
nych momentéw drugiego rzedu zmiennych obserwowalnych Y, i X,, wzgledem rozkladu para-
metréw modelu strukturalnego 6 sg dane przez wartosci oczekiwane (Warne, Coenen, Christoffel
2012):

E,(V, ¥))=E[(®X, +u)(® X, +i1,)]= E[(® X,(® X,)]+E, @)=
—O'X X P+, =FF+3” =T (6)
gdzie E(YY,) = FF+X” w modelu réwnowagi ogdlnej,

~1 ~1

17 ¥, 1 F . F
o o Y, 1.1 A FEP -
E(X, Ep=p|" " T g LT NG
A 77 -1 ©
Yt*p Yt—thfl thp t-p F 2)11) Zy

F‘

Y Y FF4E0 ||
E : =I,(0)

Y Y FF+3

przy czym E,(X,Y,) =E,(¥, X)=T..(0).

Model wektorowej autoregresji Y  wzgledem X ,» bazujacy na momentach teoretycznych, deter-
minuje odwzorowanie funkcyjne parametréw modelu réwnowagi ogélnej & w parametry wektorowej
autoregresji d(6) i =, (6).

4. Hybrydowy model wektorowej autoregresji

Model wektorowej autoregresji rzedu p bez restrykcji ma postac:
Y=X0+U

gdzie:

Y(Txn) sktada sig z wierszy Y,

Y, oznacza kolumne (n x 1) zmiennych obserwowalnych,

X(TX(an» skiada sig z wierszy X, =[1 Y, Y, ,..Y,_ ],
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O =[D D, ... CIJ'p]' jest macierza ((1 + np) x n) wspétczynnikéw wektorowej autoregres;ji,
®.dlai=1,..., p s macierzami (n x n),

®, jest wektorem (n x 1) wyrazéw wolnych,

Utrn
u, ~N"(0,%) jest wektorem (n x 1) zakl6ceni losowych, dla ktérego zaktadamy n-wymiarowy

sklada sig z wierszy u),

rozktad normalny, o wektorze wartoéci oczekiwanych réwnym wektorowi zerowemu,
E(u,)= 0, i macierzy kowariancji E(u,u,) =X,, o wymiarach (1 x n),

U,iX, sa niezalezne,

EQuu; ;)=0.

Hybrydowy model wektorowej autoregresji powstaje po przyjeciu dla @ i X rozkladu a priori
p(®,2,
gresji p(®,%,

0, 1), okreslonego przez rozklad a posteriori w pomocniczym modelu wektorowej autore-
0), i prowadzi do polaczenia restrykcji wynikajacych z modelu réwnowagi ogélnej

z danymi obserwowanymi.
Laczny rozklad a posteriori parametréw hybrydowej wektorowej autoregresji ® i = , proporcjo-
Y) i rozktadu a priori p(®,Z,|0,1):

nalny do iloczynu funkcji wiarygodnosci /(®,2,

p(¢’ zu

Y,0,1) « U(D,Z,

Y)p(d,2,

0, %)

gdzie ((®,Z|V) « det(Z,) " exp{-0.5tr[Z, (Y — XD)'(Y — X®)]}, przy ustalonym wektorze
wartoéci poczatkowych Y, ... ¥, ma posta¢ rozkladu macierzowego normalnego odwréconego
Wisharta:

P(@.Z,|Y,6, 4) = det(S, ) T2 exp 0,5t {S [(Y - XP) (Y — XD) +

+AT(L, (0)-@'T, (6) - T}, ()@ + D', (0)P)]}}

W rezultacie otrzymujemy nastepujacy uktad warunkowych rozktadéw a posteriori:
PE,[Y.0.2) = W ((A+DTE](0).(1+ AT =1+ np),n)

p(®

(D" (0),(ATT,(0) + X' X),5,")

Y,%,,6,4) = MN,

L+np)xn

gdzie:

@"(0) =(ATT. () + X'X) '(ATT, () + X'Y)

3(0) =[(2 + DTT[(ATT,,(0) +Y'Y) = (ATT,(0) + Y X) D" (6)]

Wartosci oczekiwane a posteriori wspétczynnikéw hybrydowej wektorowej autoregresji
®"(0) i macierzy kowariancji ﬁ;"(@) sa funkcjag momentéw teoretycznych, pochodzacych z li-
niowego rozwigzania modelu ré6wnowagi ogélnej, i momentéw empirycznych danych obserwo-
walnych, o udzialach zalezacych od parametru wagowego 4. Stopienn informacyjnoéci rozktadu
a priori jest §ciSle zwigzany z poziomem A, ktéry réwniez okresla, na ile restrykcje wynikajace



Estymowane modele rownowagi ogolnej i wektorowa... 541

z teorii ekonomii, ujete poprzez model strukturalny, sa potwierdzane przez obserwacje. Jesli A

przyjmuje wartosci bliskie dolnej granicy A _. = (n + k" )/T, to restrykcje ekonomiczne sq w niktym

min
stopniu potwierdzane przez obserwacje. Je§li natomiast A — o, §wiadczy to o poprawnej specyfi-
kacji modelu réwnowagi og6lne;j.

Optymalna warto$¢ parametru wagowego moze by¢ ustalona po estymacji modeli warunko-
wych wzgledem A €A = {/,,...,1 } i wyborze takiego, ktéry maksymalizuje brzegowa gestos¢ ob-
serwacji: 1 = arg max p(YM), badz po oszacowaniu modelu petnego, gdzie 4 traktujemy jako do-
datkowy, estymowany parametr. Jako ocene punktowa A przyjmuje sie wtedy wartosé oczekiwang
brzegowego rozkladu a posteriori 1. Charakterystyki rozkladu a posteriori w hybrydowym mo-
delu wektorowej autoregresji sg otrzymywane numerycznie, za pomocg algorytmu Metropolisa
i Hastingsa (zob. Schorfheide 2000; Del Negro 2004; Adjemian, DarracqParies, Moyen 2008). Brze-
gowa gesto$¢ obserwacji w czesSci empirycznej jest przyblizana za pomocg zmodyfikowanej sred-
niej harmonicznej (Geweke 1999). Jej przyblizenie mozna réowniez uzyskaé przez aproksymacje
Laplace’a tacznego rozkladu a posteriori (Kass, Raftery 1995). Formalne poréwnanie mocy wyja-
$niajacej modeli opiera sie¢ na czynnikach Bayesa.

5. Model rownowagi ogolnej

W specyfikacji rozkladu a priori w hybrydowym modelu wektorowej autoregresji na potrzeby ni-
niejszej analizy wykorzystuje prosty model nowokeynesowski, zaproponowany w artykule Ercega,
Hendersona i Levina (2000), wykorzystywany rowniez do zilustrowania zagadnien estymacyjnych
w pracy Rabanala i Rubio-Ramireza (2005) i sluzacy jako podstawa do budowy bardziej skom-
plikowanych modeli (m.in. Christiano, Eichenbaum, Evans (2005). Konstrukcje réwnan struktu-
ralnych przyjetego modelu réwnowagi ogélnej przedstawiajg m.in. prace Wrébel-Rotter (2011a;
2011c; 2012b), oméwienie zagadnien estymacji i metod numerycznych: Wrébel-Rotter (2007a; 2008;
2012a), prezentacje technik oceny stabilno$ci rozwigzania i zalezno$ci miedzy parametrami posta-
ci strukturalnej i zredukowanej: Wrébel-Rotter (2011b; 2013b). Wprowadzenie w tematyke i prze-
glad zagadnien metodologicznych zawierajg m.in. prace: Wrébel-Rotter (2007b; 2007c; 2008; 2012c;
2012d). Szczegétowe omowienie metodologii wnioskowania w modelach hybrydowych DSGE-VAR
wraz z ilustracjami empirycznymi zawieraja prace: Wrébel-Rotter (2013a; 2013c).

W sktad modelu o zmiennych zapisanych w formie procentowych odchylen od ich wartosci
w stanie ustalonym wchodza nastepujace réwnania strukturalne:

1. Réwnanie Eulera wigzace wzrost produkcji z realng stopa procentows:

V= Etyt+1 - 0(7; 7Et‘7[t+1 +Efgt+1 7gr)

gdzie:
», — produkcija,
r, — nominalna stopa procentowa,
g, — zaklécenie funkcji uzytecznoéci,
7, — wskaznik inflacji,
o — elastyczno$é¢ miedzyokresowej substytucji.
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2. Funkcja produkgcji i funkcja realnego kosztu kraiicowego produkcji:

. r
v,=a,+(-a)n, i mc,=w, +n, -y

gdzie:
n, — liczba przepracowanych godzin,
a, — zaklécenie technologiczne,

mc, — realny koszt kraficowy,

w - placa realna,

0 — udziat kapitatu w produkciji.

3. Krancowa stopa substytucji miedzy konsumpcja a liczbg przepracowanych godzin:
mrs, = Gilyt"'y n =g

gdzie v jest odwrotnoscia elastycznosci podazy pracy wzgledem realnej placy.

4, Réwnanie inflacji cenowej z wbudowanym mechanizmem Calvo (1983) o postaci:

~ (1-a)1-0p)1-06) ;
us _ﬁEI(ﬂl+l) + 0(1+a(§_1)) (mcr+sr )

gdzie:
g — warto§¢ w stanie ustalonym elastyczno$ci substytucji pomiedzy réznymi kategoriami
débr,
A 2 . .
&, — zaklécenie w narzucie cenowym,
0 — prawdopodobiefistwo braku mozliwosci optymalizacji ceny w ustalonym okresie,
B — czynnik dyskontujacy.

5. Réwnanie inflacji placowej z wbudowanym mechanizmem Calvo (1983) o postaci:

g OBON0)
0,(1+ye,)
gdzie:
6 ,— prawdopodobienstwo braku mozliwosci optymalizacji ptacy w ustalonym okresie,
¢, — elastycznoéc substytucji pomiedzy réznymi rodzajami kwalifikacji, skladajacymi sie na
zagregowany naklad pracy wystepujacy w funkcji produkc;ji.

6. Reguta Taylora:

rf:p}";—l—‘r(lipr)(j/‘[y%t—‘ryyyt)—‘rgtz
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gdzie:
v,i7, — diugookresowe odpowiedzi banku centralnego na odchylenia inflacji i produkcji od
ich wartosci w stanie stabilnym,
p, — parametr wygtadzania stopy procentowej,
¢/ — zaklécenie w regule stopy procentowe;j.

7. Réwnanie taczace wzrost ptacy realnej z ptaca nominalna i inflacja cenowsa:
W[r = Wtrfl +ﬂtw -7,

8. Rownanie proceséw stochastycznych opisujacych wzrost technologii i zmiany w preferen-
cjach:

_ a . _ g
a,=p,a,_,+te i gt_pggt—l+8t

dzie ¢" i €8 oznaczaja zakt6cenia losowe.
t t

Réwnania tworzg liniowy system racjonalnych oczekiwan ksztaltowany w czasie przez wek-
tor czterech zakl6cen strukturalnych: &, =[&/ ¢ €7 €!']', o niezaleznych, identycznych rozkladach
normalnych, z odchyleniami standardowymi odpowiednio: o,, 6., 0. oraz g,. Wektor & wszyst-
kich parametréw strukturalnych ma nastgpujaca postac: [ao By €6 0, v, v, P, p, 0, €,]. Czte-
ry z tych parametréw nie podlegajg estymacji. Szacowane parametry stochastycznej struktury
zakl6cen oznaczono przez: o,, 0,, 0. oraz ¢,. Model oszacowano, za zgoda autoréw, na danych
z gospodarki amerykanskiej, przygotowanych na potrzeby pracy Rabanala i Rubio-Ramireza (2005),
gdzie jako jeden z przykladéw rozwazono model przyjety w niniejszym artykule. Dane empirycz-
ne obejmuja 75 wartoéci kwartalnych, dotyczacych krétkoterminowej stopy procentowej ("), re-

b
;)

alnej ptacy (w™), stopy wzrostu zagregowanej produkciji (y;™) i inflacji cenowej (Ap"™). Pierwot-

nie zaczerpnieto je z Bureau of Labor Statistics oraz Federal Reserve System. R6wnanie obserwacji

obs

: obs
zostalo zapisane tak, aby "™ =r, w

obs obs_

=w,, y/"=y, oraz m =7,.

Na podstawie czterech pierwszych obserwacji wyznaczono warunki poczatkowe, niezbed-
ne do zapisania wektorowej autoregresji, co oznacza, ze wszystkie modele hybrydowe oraz model
réwnowagi ogdlnej zostaly oszacowane na tym samym zbiorze danych. Parametry rozkladéw a priori
i wartoSci parametrow kalibrowanych: =0,99, € =6, a=0,36 i ¢,= 6, zaczerpnigto z pracy
Rabanala i Rubio-Ram{reza (2005). Otrzymane warto$ci oczekiwane a posteriori w modelu réwno-
wagi ogdlnej szacowanym indywidualnie, 90-procentowe przedzialy najwiekszej wiarygodnosci
a posteriori oraz przyjete rozklady a priori zawiera tabela 1. Specyfikacje te wykorzystano réw-
niez do skonstruowania rozkladu a priori podczas estymacji hybrydowych modeli wektorowej
autoregresji. Ocena logarytmu brzegowej gestosci obserwacji w modelu réwnowagi ogélnej szaco-
wanym indywidualnie wynosi 1174 i jest nizsza niz wartosci uzyskane w wybranych modelach
hybrydowych, prezentowanych ponizej. Zaréwno model réwnowagi ogélnej, jak i modele hybry-
dowe sprawdzono pod wzgledem stabilno$ci numerycznej: przeanalizowano dostepne w pakiecie
Dynare diagnostyki oraz dodatkowo obliczono $rednie ergodyczne, wskazujace na stabilizacje ocen
parametrow.
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6. Estymacja modeli warunkowych wzgledem parametru wagowego

Estymacja parametru modelu hybrydowego pod warunkiem znajomos$ci parametru wagowego 4
zostala przeprowadzona dla dwéch zbior6w jego wartosci. Pierwszy z nich odpowiada dziesieciu
jednakowo odleglym punktom, w przyblizeniu od 0,1 do 1, z krokiem 0,1, oznaczajacym rézne
wagi W = 4,/(1+ A) modelu réwnowagi ogélnej w modelu hybrydowym:

A =1{03; 0,43; 0,67; 1; 1,5; 2,33; 4; 9; 19; 1000}

Drugi ma natomiast na celu doprecyzowanie oszacowania 4 w obszarze wysokich wartosci
brzegowych gestosci obserwacji:

A =10,32; 0,35; 0,39; 0,43; 0,47; 0,52; 0,56; 0,61, 0,67, 0,72;
0,79; 0,85; 0,92; 1; 1,08; L17; 1,27; 1,38; 1,5; 1,63}

Odpowiada on wagom W, od 0,24 do 0,62, z krokiem 0,02. Zostal ustalony po wykonaniu es-
tymacji dla 4 € A. Warto$¢ 4 = 1 oznacza 50-procentowa wage modelu réwnowagi ogélnej w mo-
delu hybrydowym i 50-procentowsg wage wektorowej autoregresji bez restrykcji. Model hybry-
dowej wektorowej autoregresji rozpatrzono dla czterech rzedéw opéznienia, od p = 1 do p = 4,
ktére oszacowano dla kazdej wartosci A. Dolna granica mozliwych wartoéci parametru wagowe-
80 A € (Apins ), Ain = (1 + n(p + 1))/T, wynosi odpowiednio: 4, = 0,127 dlap = 1,4, , = 0,183 dla
p=2,4,=0239dlap=3il, =0,296dlap =4 Wzrost minimalnej 4, wynikajacy z warunkow
istnienia rozktadu a priori, mozna interpretowac jako konieczno$¢ zwiekszenia jego informacyjno-

min

min

sci, rekompensujaca wiekszg elastyczno$é wektorowej autoregresji, spowodowang wzrostem liczby
swobodnych parametréw przy zwiekszaniu rzedu jej op6Znienia. Oprogramowanie Dynare stoso-
wane do estymacji DSGE-VAR zapewnia spelnienie warunku ograniczajacego A, prowadzacego do
istnienia rozktadu a priori, pochodzacego z modelu réwnowagi ogélnej. Oznacza to wyeliminowa-
nie przypadkéw, kiedy 1 € (0; 4,,).

Modele hybrydowe oszacowano, wykonujac w kazdym przypadku 250.000 symulacji w algo-
rytmie Metropolisa i Hastingsa, przy czym pierwsze 20% uznano za wartoéci wstepne. Calos¢ sy-
mulacji w kazdym modelu sktada sig z pieciu réwnolegtych tancuchéw Markowa, ktérych punkty
startowe zostaly uzyskane na podstawie losowania z rozktadu normalnego skupionego wokot nu-
merycznie wyznaczonej modalnej i macierzy kowariancji rozktadu a posteriori. Ich oszacowanie w
modelu hybrydowym jest trudne. W tym przypadku zazwyczaj zawodza techniki oparte na algo-
rytmach optymalizacyjnych typu Newtona; dotyczy to m.in. standardowo stosowanych procedur:
csminwel, fmincon i fminunc Z tego powodu w pakiecie Dynare wykorzystano dodatkowsq technike,
polegajaca na losowym przeszukiwaniu przestrzeni parametréw za pomoca algorytmu Metropoli-
sa i Hastingsa (www.dynare.org/dynarewiki/montecarlooptimization). Logarytmy brzegowej gesto-
§ci obserwacji w modelu szacowanym na zbiorze A ilustruje wykres 1 oraz tabela 2.

Spoéréd 1 € A warto$¢ A = 0,67 odpowiada najwyzszej wartoSci logarytmu brzegowej gesto-
§ci obserwacji, réwnej 1223, przy rzedzie op6znienia hybrydowej wektorowej autoregresji p = 2,
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co odpowiada wadze modelu ré6wnowagi ogélnej w modelu tagcznym: W = 0,4. Optymalny rzad
opdznienia hybrydowej wektorowej autoregresji, rowny w tym przypadku p = 2, ustalono w wyni-
ku maksymalizacji brzegowej gestoéci obserwacji, nie za$ na podstawie formalnych kryteriéw jego
wyboru. Oszacowanie logarytmu brzegowej gestosci obserwacji za pomoca aproksymacji Laplace’a
tacznego rozktadu a posteriori, ktérego parametry zostaty przyblizone za pomoca metod numerycz-
nych, powoduje, ze jej wartosci sg nizsze. Oznacza to, ze algorytm Metropolisa i Hastingsa znajduje
wyzej polozone lokalne maksimum niz wstepne procedury optymalizacyjne.

Oszacowanie logarytmu brzegowej gestosci obserwacji ma tendencje do poczatkowego zwiek-
szania sig, a po osiggnieciu warto$ci maksymalnej stopniowo maleje, przy czym najbardziej regu-
larng zalezno$¢ otrzymujemy dla op6Zznienia p = 4. W przypadku wartoSci parametru wagowego 4
oscylujacych wokét 1,5 (W= 0,6) obserwowana jest pewna nieregularno$¢ w ocenie logarytmu brze-
gowej gestosci obserwacji dla p = 1,21 3. W sytuacji, gdy warto$¢ parametru wagowego jest mniej-
sza od okolo 2,33, obserwujemy, ze w miare wzrostu udziatu informacji a priori z modelu réw-
nowagi ogélnej w modelu hybrydowym najwyzsze oszacowania brzegowych gestosci obserwacji
a posteriori odpowiadajg coraz wyzszym rzedom opdznien wektorowej autoregresji. Proces odwrot-
ny zaczyna by¢ widoczny, gdy waga W przekracza 0,8. Otrzymane rezultaty wskazujg, ze z punktu
widzenia danych empirycznych optymalny udzial modelu strukturalnego w modelu hybrydowym
jest réwny okoto 0,4 (A = 0,67). Oznacza to, ze restrykcje wynikajace z modelu réwnowagi ogélnej
sq czeSciowo potwierdzane przez obserwacje, jednak wystepuja réwniez korzyéci z gietkosdci wek-
torowej autoregresji bez restrykcji, a sam model strukturalny cechuje sie pewng niepoprawnoscig
specyfikacji. Ocena brzegowe;j gestosci obserwacji dla A = 1000, traktowanego jako przypadek gra-
niczny, odpowiadajacy 4 — o, waha sig w zaleznosci od op6Znienia wektorowej autoregres;ji. Jej
najnizszy poziom, réwny 1173, obserwujemy dla p = 11 jest to warto§¢ w przyblizeniu taka jak
w modelu réwnowagi ogélnej szacowanym indywidualnie. Dla op6Znienia rzedu trzeciego takie
poziomy otrzymujemy w wypadku 4 = 10.000. Oznacza to, ze przypadek graniczny A — o zalezy
od rzedu opdZnienia wektorowej autoregres;ji.

Optymalna warto$¢ wagi modelu strukturalnego w modelu hybrydowym zostata doprecyzo-
wana po obliczeniu warto$ci parametru wagowego ze zbioru A* (por. tabela 3 i wykres 2). Najwyz-
sza warto$¢ logarytmu brzegowej gestosci obserwacji, réwng 1223,1, otrzymano dla p = 2, przy
A =0,79. Odpowiada to wadze W = 0,44, przy czym warto$¢ ta jest bliska oszacowaniu 1222,9 uzy-
skanemu dla 4 = 0,52, (W = 0,34). Mogloby to sugerowaé, ze optymalny udzial modelu réwnowagi
ogblnej w modelu hybrydowym waha sie w granicach 34—44%. Dokladniejsze obliczenia wskazujg
jednak na znaczne zréznicowanie oszacowan logarytmu brzegowej ggstosci obserwacji w zakresie
odA =043 (W=0,3)dop =1 (W=0,5), widoczne dla wszystkich czterech rzedéw opdznienia, przy
czym w przypadku p = 1 zmienno$¢ ta jest najwieksza. Dla wartosci A = 0,72 przy p = 1 otrzymu-
jemy znacznie nizsze oszacowanie logarytmu brzegowej gestoéci obserwacji, réwne 1051,9, ktérego
warto$¢ nie zmienia sig po powtérzeniu symulacji Monte Carlo, sprawdzajacej stabilno$é nume-
ryczng wynikow.

Formalne por6wnanie mocy wyjaéniajacej modeli hybrydowych dla konkurencyjnych warto-
éci parametru wagowego jest mozliwe dzigki wykorzystaniu czynnikéw Bayesa (B(4, /Ij), ktérych
wybrane warto$ci zawiera tabela 4. Sg one obliczane wzgledem modelu o najwyzszej brzegowe;j
gestosci obserwacji, przy ustalonej 4, w ramach danego rzedu op6Znienia modelu hybrydowego,
np. B(4, /lj: 0,79) = exp(Inp(¥|4,) — Inp(Y|2 = 0,79)), gdzie Inp(¥|1,) oznacza logarytm brzegowej ggsto-



546 R. Wrébel-Rotter

§ci obserwacji w modelu szacowanym dla 4, € A", obliczony wzgledem modelu szacowanego dla
2= 0,79. Formalna interpretacja wynikéw poréwnania hybrydowych wektorowych autoregresji rze-
du drugiego za pomoca skali Jeffreysa wskazuje, ze dane potwierdzajag model parametru wagowego
A = 0,52 niemal w takim samym stopniu jak model, w ktérym A = 0,79. W praktyce oznacza to, ze
dostarczaja one poréwnywalnego opisu obserwacji. Znaczy to réwniez, ze w §wietle danych waga
modelu réwnowagi ogélnej w modelu hybrydowym moze by¢ réwna 34% lub 44%. Podobne wnio-
ski mozna wysnué¢ na podstawie oszacowania brzegowej gestosci obserwacji dla A = 0,67 i A= 0,92,
odpowiadajacych wagom réwnym 40% i 48%. Oznaczajg one, ze modele te w przyblizeniu jedna-
kowo dobrze opisuja obserwacje, przy zalozeniu ich jednakowych prawdopodobienstw a priori.
Modele hybrydowe, przy p = 2, dla A = 0,56, 1 = 0,72 i 1 = 0,85, odpowiadajace wagom 36%, 42%
i 46%, sg zdecydowanie gorsze w $wietle danych niz model dla 4 = 0,79 (44%). Czynniki Bayesa
modelu warunkowego dla A = 0,79 wynosza odpowiednio: 2,3 x 107%; 2,1 x 105 i 7.9 x 10-%. Ozna-
cza to, ze model hybrydowy rzedu drugiego, w ktérym udzial informacji a priori wynosi 44%, jest
znacznie lepszy niz model, w ktérym waga rozkladu a priori jest réwna 42%. Zjawisko to trudno
wyjaéni¢ z ekonomicznego punktu widzenia. Analogiczne nieregularno$ci w przebiegu wartosci
logarytmu brzegowych gestosci obserwacji i w ocenie optymalnego udzialu modelu ré6wnowagi
og6lnej w modelu potaczonym wystepuja w pozostatych rzedach opéznienh hybrydowej wektorowej
autoregresji. Otrzymane wyniki wskazujg na konieczno$¢ doktadnego weryfikowania rezultatéw
badan oraz ilustrujg zalezno$é konkluzji od zbioru wartoSci parametru wagowego.

7. Procedura specyfikacji rozkladu a priori parametru wagowego

Estymacja parametru wagowego wymaga przyjecia rozkladu a priori, ktéry odzwierciedla wstepne
przekonania badacza co do zakresu jego mozliwych wartosci. W praktyce najczesciej zaktadano
jednostajne rozktady a priori parametru wagowego, ktére mialy oznaczaé brak wstepnej informa-
cji o wadze rozkladu a priori w modelu polaczonym i umozliwiaé rozstrzygniecie na podstawie
danych empirycznych, w jakim stopniu restrykcje ekonomiczne pozostajg z nimi w zgodzie. Jed-
nostajny rozklad A nie indukuje rozkladu nieinformacyjnego wag W (Adjemian, DarracqPariés,
Moyen 2008). Okreslenie, jakg posta¢ ma rozklad a priori generowany dla #, na podstawie danego
rozkladu 4, umozliwia symulacja wykorzystujaca nastepujaca procedure:

1) losujemy L liczb losowych z rozktadu prawdopodobienstwa p(4),

2) obliczamy ilorazy: W, = A4, /(1+ ) dla/=1,..., L,

3) budujemy histogram aproksymujacy gestosé p(W).

Analogiczng procedurg mozna zastosowacé w celu zbadania, jaki rozktad a priori bytby induko-
wany dla 4, po specyfikacji rozktadu a priori w kategoriach wag W modelu strukturalnego w mode-
lu hybrydowym. W dalszej czesci dla A przyjeto trzy typy rozktadéw a priori: jednostajny, gamma
i uciety normalny, poniewaz ich dziedzina jest ograniczona do wartosci parametru wagowego do-
datnich i wigkszych od 4 . . Wartosci 4 . zmieniajq sie¢ w zaleznoéci od zastosowan, stad w celu
uproszczenia prezentacji w tej czesci artykutu przyjeto jedynie warunek A > 0. W odniesieniu do
wag W zalozono rozklad beta.
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7.1. Rozklad jednostajny parametru wagowego

Przyjecie rozkladu jednostajnego A na przedziale (0 — 4,) indukuje rozktad a priori dla wag W

)
M
o masie prawdopodobiefistwa skoncentrowanej woko6t wysokich wartoéci. Przedstawione na wy-
kresie 3 histogramy parametréw A, =1, 4,,=4, 4,y =9 i 4= 19 odpowiadajg maksymalnym wagom
0,5; 0,8; 0,9 1 0;95. Wyniki estymagji (tabela 5) zaprezentowano réwniez dla A, =491 A1,,= 99, ktérych
wagi sa réwne 0,98 i 0,99. Wyzsze warto$ci gérnego zakresu rozkladu jednostajnego A powodu-
ja skoncentrowanie rozkladu prawdopodobienstwa wag p(W) w obszarach odpowiadajacych gra-
nicznej wartosci 4,,. Oznacza to, Ze przypisujemy mniejsze prawdopodobienstwo a priori nizszym
udziatom informacji z modelu réwnowagi ogdlnej w specyfikacji hybrydowej. Nalezy zauwazyc¢, ze
jesli pomimo przyjecia wysokich wartosci 4,, otrzymujemy niska ocene a posteriori parametru 4,
to wnioskowanie w modelu zostaje zdominowane przez informacje zawarte w funkcji wiarygodno-
$ci. Wydaje sie wigc, ze z praktycznego punktu widzenia optymalne wartoéci gérnego zakresu 4,,
powinny wynosi¢ kilkanascie, co z jednej strony zapewnia dopuszczenie wysokich wartosci wag
a priori W, z drugiej za$ nie implikuje prawie zerowych prawdopodobienstw niskich udziatéw
modelu réwnowagi ogélnej w modelu hybrydowym. Bardzo wysokie wartosci 4,, moga réwniez
zmniejszy¢ stabilno$¢ numeryczng modelu.

7.2. Rozklad gamma parametru wagowego

Dla parametru wagowego A mozna zalozy¢ rozklad gamma o funkcji gestosci: f;(Alg,.g,), z parame-
trami g, > 01g,> 0, w ktérym warto$¢ oczekiwana jest réwna E(4) = g, g,, a odchylenie standardo-
we D(A) = g,'”> g, (Poirer 1995). W przypadku parametréow g, i g, przyjeto arbitralnie nastepujace
wartoSci:

I: £,(M0,5; 1), dla ktérego funkcja gestosci wykazuje prawostronng asymetrig i dopuszcza
niezerowe wartosci prawdopodobienstwa, nawet w przypadku duzych wartosci 4.

IT: f,(AI1,5; 1), dla ktérego uzyskano rozktad a priori wag W. Wartosci powyzej 0,5 sg najbardziej
prawdopodobne, a najmniejsze prawdopodobiefistwo a priori przypisuje sig wagom skrajnym: bli-
skim zera i jednosci.

I0I: £,
powoduja, ze rozklad gamma zaczyna przypomina¢ rozklad normalny. Sprawia on, ze masa praw-

5; 1), reprezentujacy rozklady ze wzglednie duzymi wartoéciami parametru g,, ktére

dopodobienistwa wag W koncentruje sie w przedziale od okolo 0,5 do nieco ponize;j 1.
IV: £, (\
masy prawdopodobienstwa wysokich wag W.

5; 4), ktéry jest rozkladem znacznie rozproszonym, powodujacym skoncentrowanie sie

Zaproponowane wartosci parametréw rozktadu A okreslaja przypadki, ktére odpowiadaja
preferowaniu a priori niskich (przypadek I), srednich (przypadek II) i wysokich (przypadek III
i IV) wartosci wag W modelu strukturalnego w specyfikacji hybrydowej. Funkcje ggstosci rozkla-
déw gamma parametru A oraz odpowiadajace im histogramy rozktadéw a priori wag W ilustruje
wykres 4.



548 R. Wrébel-Rotter

7.3. Rozklad normalny parametru wagowego

Mozliwe jest réwniez przyjecie rozktadu normalnego a priori, ucigtego w celu zapewnienia dodat-

nioéci parametru wagowego (i spetnienia A > A ). Waga W w takim przypadku jest zdefiniowana

min]
przez iloraz ucigtych rozktadéw normalnych, tworzacy gestosé¢ o nieznanych wlasnosciach. Wy-
kres 5 przedstawia funkcje gestosci rozktadu normalnego fN(/I‘n1 ,n,), o wartosci oczekiwanej n,
i odchyleniu standardowym n,, dodatnich wartosci parametru wagowego oraz odpowiadajace im

histogramy rozktadu a priori dla W, otrzymane po losowaniu z ucietych rozktadéw normalnych.

7.4. Rozklad beta wag W

Alternatywna specyfikacja rozktadu a priori parametru wagowego A moze opierac si¢ na wstgpnym
okresleniu rozkladu a priori wag W i nastepnie symulacyjnym sprawdzeniu, jaki rozktad a priori
jest implikowany dla 1. Wagi W zawieraja sie¢ w przedziale (0; 1). Powoduje to, ze mozemy dla nich
przyjac rozkiad jednostajny badz rozktad beta f,(W|b,, b,), ktérego parametry na potrzeby niniejszej
analizy ustalono tak, aby odzwierciedlaly jego typowe ksztalty, w szczegélnosci:

I: f,(W|1, 1), ktéry odpowiada rozktadowi jednostajnemu,

IL: f,(W]2, 2) traktowany jako szczegdlny (b, = b,) przypadek rozktadu symetrycznego wokoét
W =0,5, ktéry czyni bardziej prawdopodobnymi wagi bliskie 0,5,

III: f,(W]0,5; 3), preferujacy a priori niskie wagi modelu strukturalnego w modelu hybrydo-
wym, oznaczajacy jego prawostronng skosnosc,

IV: £,(]3; 0,5), bedacy rozktadem o lewostronnej skosnosci, preferujacy a priori wysokie wagi
modelu strukturalnego w modelu hybrydowym.

Funkcje gestosci a priori rozktadéw beta W oraz histogramy parametru wagowego A przedsta-
wia wykres 6. Otrzymane histogramy sa skoncentrowane wokdt niskich wartoéci 4, jednak do-
puszczaja réwniez niezerowe prawdopodobienistwo, Ze osiggnie ona bardzo wysoki poziom, co jest
szczegblnie widoczne w przypadku IV (wysokie prawdopodobiefistwo w ostatniej belce histogra-
mu, sumujacej wartosci wieksze od 200). Wydaje sie, ze ksztalt otrzymanych histograméw (por.
wykres 4) dla niskich wartosci A najlepiej beda przybliza¢ rozktady z rodziny gamma, o niskiej
liczbie stopni swobody, réwnej 2g, (Poirier 1995).

8. Wyniki a posteriori roznych typéw rozkladu a priori

Estymacje hybrydowego modelu wektorowej autoregresji przeprowadzono dla przyjetych rozkla-
déw a priori A. Otrzymane oceny warto$ci oczekiwanych i odchylen standardowych a posteriori
A 1 W, w modelu hybrydowym dla p = 2, zawiera tabela 5. Rozklad gamma f;(4|g,, g,) w kodzie
Dynare jest parametryzowany przez warto$¢ oczekiwang E(1) = g, g, i odchylenie standardowe
D(4) = g,'g, (Adjemian i in. 2011), stad wartosci g, i g, zostaly odpowiednio przeliczone. Program

zapewnia tez spelnienie restrykcji A > 4, . Przypadek, w ktérym zatozono £,(10,05; 1), oznaczajacy

a priori E(A) = 0,05 i D(A) = 0,22, nie zostal oszacowany ze wzgledu na lokalizacje masy prawdo-

podobienistwa rozktadu a priori A w obszarach ponizej dolnej granicy A .. Obliczenia rozszerzono

min®
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o przypadek f,(4]1,4; 0,3), dla ktérego odnotowano najwyzsza warto$c brzegowej gestoéci obserwacji.
Aproksymacje brzegowych rozktadéw a posteriori wag W, obliczonych na podstawie wtasnych pro-
cedur wykorzystujacych wyniki symulacji Monte Carlo z programu Dynare, przedstawia wykres 7.
Otrzymane rozklady sg zgodne pod wzgledem polozenia i rozproszenia niezaleznie od przyje-
tego rozktadu a priori parametru wagowego A. Oznacza to, ze wnioskowanie a posteriori jest bar-
dzo precyzyjne i odporne na zmiane parametré6w rozktadu a priori dla A, a informacje zawarte
w danych dzigki funkcji wiarygodno$ci dominujg nad informacja wstepng. Ocena logarytmu brze-
gowej gestosci obserwacji zalezy od typu rozktadu a priori 1. W szczegélnosci jej najwyzsza war-
to$¢, ré6wng 1221,5, odnotowano w przypadku rozkladu gamma: f,(4|1,4; 0,3),. W grupie rozkladéw
normalnych A najnizszy poziom logarytmu brzegowej gesto$ci obserwacji, réwny 1206, odnotowa-
no po zalozeniu a priori: f(A|5; 5). Prowadzi to do uzyskania wartosci czynnika Bayesa rzedu
3,07 x 1076 (tabela 5). Podobnie jak w przypadku niektérych modeli warunkowych, np. dla A = 0,72
i 4 =0,79, taka brzegowa gesto$¢ obserwacji niekoniecznie oznacza, ze model z normalnym rozkta-
dem a priori, o warto$ci oczekiwanej i odchyleniu standardowym réwnym 5, znacznie gorzej opi-
suje obserwacje niz modele z rozkladem normalnym, w ktérych przyjeto pozostale omawiane war-
toSci parametréw. Nieregularno$é¢ ksztaltowania sie logarytmu brzegowej gestoéci obserwacji jest
réwniez widoczna w przypadku jednostajnego rozkladu a priori A: w modelu dla 4,, = 19 wartos¢
logarytmu brzegowej gestosci obserwacji jest nizsza niz w model dla 4,, = 99. MozZe to oznacza¢, ze
w przypadku modeli DSGE-VAR wystepuja problemy z estymatorem brzegowej gestoéci obserwacii,
ktérym jest zmodyfikowana Srednia harmoniczna. Oznacza to réwniez, ze podstawowe kryterium
poréwnywania modeli, za pomoca brzegowej gestosci obserwacji, powinno by¢ w tych modelach
uzupelnione o poréwnania ich innych cech, takich jak brzegowe rozklady a posteriori parametréw.
Niezaleznie od tego, czy rozpatrujemy modele warunkowe wzgledem parametru wagowego, czy es-
tymujemy A, oszacowanie logarytmu brzegowej gestosci obserwacji wykazuje nieregularnosci, po-
wodujace, Ze nie nalezy tej miary traktowaé jako jedynej, decydujacej o jakoéci modelu.

9. Specyfikacja rozkltadéw a priori oparta na ich charakterystykach

Specyfikacji parametréw rozktadu a priori parametru wagowego A mozna réwniez dokonac przez
ustalenie polozenia i rozproszenia réznych typéw rozktadéw. Analizowane dotad rozktady gamma
i rozktad uciety normalny, ktérych dziedzina jest réwna dodatniej p6tosi, sg okreslone przez dwa
parametry, natomiast rozklad jednostajny jest okreslony na ustalonym przedziale (0, 1). W takiej
sytuacji mozna tak dobra¢ parametry tych rozkladéw, aby uzgodnié tendencje centralng, w posta-
ci wartosci oczekiwanej a priori. Mozna tez przyja¢ inne kryteria, takie jak zapewnienie poréwny-
walno$ci mediany czy przyjetej miary rozproszenia. Taka specyfikacja rozkladu a priori umozliwia
rowniez zachowanie jego poréwnywalnosci w przypadku réznych rzedéw opo6znien wektorowej
autoregresji. Na potrzeby eksperymentu symulacyjnego parametry rozktadéw a priori dla A zostaty
tak dobrane, aby ich wartos¢ srednia a priori E(1) wynosita:

— przypadek A: EA) = 1 (W=0,5),

— przypadek B: E(}) = 4 (W=0,3),

— przypadek C: E(X) = 19 (W =0,95).
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Rozklad jednostajny a priori dla A pozwala bardzo precyzyjnie okresli¢ jego zakres, poczawszy

od dolnej granicy 4 ., ktéra zmienia sig wraz z rzedem p opdznienia od 0,13 do 0,3 i odpowiada

wagom od 0,11 do 0,23. Gérna granica A zostala tak dobrana, aby zapewni¢ odpowiedniag wartoéé
érednig a priori. Specyfikacja taka ma na celu ustalenie §redniego poziomu parametru wagowego
a priori, co powoduje, ze pod warunkiem rozkladu jednostajnego przyjete wartosci nie dopuszcza-
ja przypadku A — =, Uzyskane dotad wyniki wskazuja, ze brzegowa gestosé obserwacji jest wéw-

czas niska i mozna go pomina¢. Tabela 6 prezentuje warto$¢ oczekiwanag a posteriori E(A/Y), dolne
Dolne 3 1Gérne
A’HPD 1 A’HPD

cji w przypadku jednostajnego rozktadu a priori A, przy rzedzie op6znienia wektorowej autoregre-

i gorne granice przedzialu najwigkszej wiarygodnosci, oraz pozostate wyniki estyma-
sjiodp=1dop=4.

Analogiczne obliczenia przeprowadzono po przyjeciu rozkladu gamma 4: f;(4lg,, g, = 2), z pa-
rametrem g, €{0,5;2;9,5} oraz g, = 2, (rozkladu y? z 2g, stopniami swobody), co odpowiada war-
toSciom oczekiwanym a priori rtownym 1, 4 i 19. Otrzymane rezultaty przedstawiono w tabeli 7.
Najwyzsze oceny logarytmu brzegowej gestosci obserwacji, réwne 1220,2 i 1219,6, uzyskano dla
wektorowej autoregresji rzedu pierwszego, z najmniej rozproszonymi rozktadami a priori. W przy-
padku autoregresji rzedu drugiego najwyzszy poziom odnotowano dla rozkladu gamma f,(4]2; 2),
réwny 1219. Otrzymane wyniki nieco r6znig sie od rezultatéw estymacji modeli DSGE-VAR z jed-
nostajnym rozktadem a priori, pomimo przyblizonego polozenia ich tendencji centralnych. Wybér
optymalnego rzedu autoregresji zalezy od tego, czy zalozylismy rozklad jednostajny (p = 2) czy
gamma (p = 1). Maksymalny poziom logarytmu brzegowej ggstosci obserwacji jest wyzszy w przy-
padku modelu z rozktadem jednostajnym. Obydwa modele wskazujg takg sama minimalng wage
a posteriori modelu strukturalnego w modelu hybrydowym, réwng w przyblizeniu 30%. Jej najwyz-
szy poziom zalezy od przyjetego rozkladu a priori parametru wagowego i jest réwny 90% (p = 3)
w odniesieniu do rozktadu gamma i 50% (p = 4) po przyjeciu rozktadu jednostajnego. W przypadku
autoregresji rzedu drugiego otrzymane a posteriori wagi: 0,37; 0,38 i 0,56 sg w przyblizeniu zgodne
z wynikami zilustrowanymi na wykresie 7. Zaprezentowane poréwnanie wskazuje, ze wnioskowa-
nie o optymalnym udziale rozkladu a priori w hybrydowym modelu wektorowej autoregresji zalezy
od wybranego rozkladu a priori parametru wagowego, jesli jako gléwne kryterium wyboru przyj-
miemy ocene brzegowej gestosci obserwacji.

10. Poréwnanie modeli warunkowych i bezwarunkowych

Ocena optymalnego poziomu udziatu rozkladu a priori, generowanego na podstawie modelu réw-
nowagi ogélnej, w wektorowej autoregresji, uzyskana w modelach warunkowych wzgledem A4, mo-
ze zostac poréwnana z przypadkiem, gdy jako warto$¢ A przyjmuje sig¢ warto$¢ oczekiwanag brzego-
wego rozktadu a posteriori A. Por6wnanie ocen parametru wagowego uzyskanych w rézny sposéb
pozwala okresli¢, ktére z nich i w jakich okolicznosciach lepiej stosowaé w badaniach empirycz-
nych. Warto$¢ oczekiwana a posteriori E(A/Y) parametru wagowego zalezy od rzedu opdznienia hy-
brydowej wektorowej autoregresji zar6wno po przyjeciu jednostajnego rozktadu a priori dla A, jak
i rozkladu gamma. Dla op6Znienia rzedu pierwszego w przypadku rozkladu jednostajnego warto-
$ci te wahaja sie od 0,36 do 0,44. Waga modelu strukturalnego w modelu hybrydowym wynosi wiec
od 26% do 31%. Z kolei po zalozeniu a priori rozkladu gamma otrzymujemy zakres A od 0,43 (30%)
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do 1,42 (59%). W przypadku op6Znienia rzedu drugiego i przyjecia rozktadu jednostajnego 4, warto-
$ci oczekiwane a posteriori E(A/Y) wahaja sig od 0,57 do 0,61, co odpowiada wagom 36—38%, nato-
miast w rozkladzie gamma otrzymujemy zakres od 0,59 (37%) do 1,27 (56%). Dla p = 3 oszacowanie
E(A/Y) nie zmienia sie w zalezno$ci od zakresu jednostajnego rozkiadu a priori dla 4 i oscyluje wo-
két 0,8 (45%), natomiast rozktad gamma cechuje sig znaczng zmienno$cia: od 0,7 (41%) do 17 (94%).
Autoregresja rzedu czwartego przy jednostajnym rozktadzie prowadzi do E(A/Y) w zakresie od 0,79
(44%) do 1,04 (51%), a dla rozktadu gamma od 0,94 (49%) do 1,65 (62%). W przypadku opéZnienia
rzedu czwartego rozklad jednostajny A na przedziale od 0,3 do 1,7 jest bardziej informacyjny niz dla
p =11 powoduje zanizenie wartosci oczekiwanej a posteriori parametru wagowego (por. tabela 6).
Ocena logarytmu brzegowej gestoéci obserwacji zmniejsza sig, w miare jak rozktad a priori 4 staje
sie coraz bardziej rozproszony. Wartoéci srednie a priori parametru wagowego sa rézne od ich war-
toéci oczekiwanych a posteriori. Oznacza to, ze obserwacje wnosza dodatkowe informacje na temat
optymalnej wagi rozktadu a priori w modelu hybrydowym. Proces ten jest najbardziej widoczny
w przypadku przyjecia rozproszonego rozkladu a priori A, w ktérym jego $rednia indukuje wage
modelu strukturalnego w modelu hybrydowym réwna 95%.

Najwyzsza wartoéé logarytmu brzegowej gestosci obserwacji a posteriori p(Y) = 1 zosta-
ta odnotowana w modelu dla p = 2, z rozkladem a priori A na przedziale 0,18-1,82. Odpowiada
on wagom modelu strukturalnego z zakresu: 15—65%, jego warto$¢ Srednia a priori jest réwna
E(@ = 1), a zatem waga modelu réwnowagi ogélnej w modelu hybrydowym wynosi W = 50%.
Warto$¢ oczekiwana brzegowego rozkladu a posteriori parametru wagowego jest wtedy réwna
E(A/Y) = 0,608 z przedziatem wiarygodnosci a posteriori w granicach: Ao = 0,34 i A5 = (,85.
Oznacza to, ze oszacowanie punktowe a posteriori wagi modelu strukturalnego w modelu pota-
czonym jest réwne 38%, a jego zmienno$¢ ksztaltuje sie w granicach okolo 26—46%. W modelach
szacowanych wzgledem ustalonych parametréw wagowych najwyzszy poziom logarytmu brzego-
wej gestosci obserwacji, réwny 1223,1, zostat uzyskany dla A = 0,79 (waga 44%). Modele te wskazujg
zatem na nieco inne optymalne warto$ci parametru wagowego, przy czym A = 0,79 nalezy do prze-
dziatu najwiekszej gestosci a posteriori. Ocena logarytmu brzegowej gesto$ci obserwacji w mode-
lu warunkowym uzyskana dla A = 0,61 jest nieco nizsza (1218,4). W modelu dla p = 2 z rozkladem
a priori gamma A najwyzsza warto$¢ logarytmu brzegowej gesto$ci obserwacji wynosi 1219 i jest
nizsza niz w przypadku rozkladu jednostajnego na przedziale 0,18-1,82.

Oszacowanie hybrydowej wektorowej autoregresji rzedu czwartego dla trzech rozkladéw
a priori okreslonych przed gérng granice parametru wagowego: A= 1,7; A,= 7,7 oraz A= 37,7, pro-
wadzi do uzyskania brzegowych rozktadéw a posteriori parametru wagowego A (por. wykres 8).
Otrzymane aproksymacje brzegowych rozktadéw a posteriori dlaA,=7,71 A.=37,7 sa w przyblize-
niu jednakowe, natomiast brzegowy rozklad a posteriori dla przypadku A.=1,7 jest nieco bardziej
skupiony, ze wzgledu na silniejszg informacyjnos¢ rozktadu a priori w przypadku p = 4. Linie pio-
nowe oznaczajg warto$ci modalnych parametru wagowego, obliczone na podstawie wielowymia-
rowego rozkladu a posteriori. Modalne wyznaczone z rozkladu tacznego mogg nie pokrywac sig
z modalnymi rozktadéw brzegowych w sytuacji, kiedy rozklad a posteriori nie jest bliski wielowy-
miarowemu rozkladowi normalnemu. Moze to by¢ réwniez konsekwencja tego, ze lokalne maksi-
mum 1gcznego rozktadu a posteriori, wyznaczone za pomocg metod optymalizacyjnych, znajduje
sie w obszarach niedostepnych dla lancucha Markowa; obszerniejszy komentarz mozna znalezé
w pracy: Adjemian, DarracqPariés, Moyen (2008).
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W modelu hybrydowym przy p = 4 wartoSci oczekiwane a posteriori parametru wagowego sg
réwne odpowiednio: E(A/Y) = 0,986 i E(A/Y) = 1,035 w zalezno$ci od zakresu jednostajnego rozkadu
a priori, przy czym jego zwigkszenie prowadzi do zmniejszenia precyzji oszacowania 4. Logarytmy
brzegowych gestosci obserwacji w obydwu przypadkach sa réwne okoto 1216, czyli specyfikacje
te sg jednakowo prawdopodobne a posteriori, przy zalozeniu, ze ich prawdopodobienistwa a priori
sg jednakowe. W tym przypadku wnioski z estymacji pozostaja zgodne z wynikami szacowania 4
w modelach warunkowych, gdzie najwyzsza brzegowa gesto$¢ obserwacji odnotowano dla A4 = 0,92
iAd =1, réwna 1220,4. W przypadku rozkladu gamma dla A najwyzsza ocena logarytmu brzegowe;j
gestosci obserwacji wynosi 1216,8 i jest zblizona do warto$ci uzyskanej w przypadku rozktadu jed-
nostajnego.

Analogiczne poréwnanie wynikéw szacowania i wyznaczania optymalnego udziatu infor-
macji pochodzacych z modelu strukturalnego w modelu potgczonym rzedu trzeciego prowadzi
do wniosku, ze w tym przypadku wyniki modeli warunkowych i po estymacji A sa nieco mniej
zgodne. Wartoéci oczekiwane a posteriori parametru wagowego, w przypadku zalozenia dla niego
a priori rozktadu jednostajnego, sg réwne okolo 0,8, czyli waga a posteriori modelu strukturalne-
go wynosi okolo 44%. Ocena logarytmu brzegowej gestoSci obserwacji, najwyzsza dla specyfika-
cji A i malejaca w miare zwiekszania sig zakresu rozktadu jednostajnego dla A, waha sie w gra-
nicach 1221,6-1213,2. W przypadku rozkladu gamma jej najwyzsza ocena wynosi 1217,5. Oznacza
to, ze w tym przypadku model hybrydowy z rozktadem a priori gamma A znacznie gorzej opisuje
obserwacje niz modele z rozktadem jednostajnym w przyjetych zakresach. W modelach warunko-
wych najwyzszy poziom logarytmu brzegowej gestosci obserwacji (réwny 1221,6) odnotowano dla
A = 1,08, co odpowiada wadze rozktadu a priori wynoszacej 52%. Niewiele nizsze wartosci zanoto-
wano réwniez dla A = {0,56; 0,72;0,79; 0,85; 1,27}.

W wyniku estymacji parametru wagowego dla p = 1, przy zalozeniu jednostajnego rozkladu
a priori dla A, otrzymujemy warto$ci oczekiwane a posteriori E(A/Y) réwne okoto 0,35-0,44
(26—31%). Oszacowanie logarytmu brzegowej gestoéci obserwacji, wynoszace wtedy 12194, jest
najwyzsze w przypadku najbardziej skupionego rozktadu a priori . W rozkladzie gamma warto-
§ci oczekiwane a posteriori E(A/Y) wahaja sie w granicach 0,43-1,42 (30-59%), natomiast najwyzsza
ocena logarytmu brzegowej gestosci obserwacji, réwna 1220,2, zostala odnotowana dla rozktadu,
w ktérym E(4) = 1. Jest to warto$¢ wyzsza niz w przypadku zatozonych rozktadéw jednostajnych.
Optymalna warto$¢ parametru wagowego w modelach warunkowych jest réwna 0,43 (30%), a loga-
rytm brzegowej gestosci obserwacji wynosi dla niej 1219,9. Podobny jest poziom logarytmu brzego-
wej gestoséci obserwacji dla A = 0,32 (24%) i nieco nizszy dla A = 0,47 (32%). Oznacza to, Ze czynniki
Bayesa wskazujg na réwnowazno$¢ modeli z estymowanym parametrem A, przy zatozeniu rozkla-
du jednostajnego [0,13;1,87] i rozkladu gamma f (4/0,5; 2), oraz modeli warunkowych dla 4 = 0,43 ze
wzgledu na sposoby opisu danych dla p = 1.

7 przeprowadzonych badan empirycznych wynika, Zze optymalna wartos¢ parametru wago-
wego zwigksza sig w miare wzrostu opdéznienia hybrydowej wektorowej autoregresji. Zakres jed-
nostajnego rozkladu a priori 4, ktéry nie jest silnie informacyjny w przypadku autoregresji rze-
du pierwszego, moze okazac¢ sig bardziej informacyjny w modelu z op6Znieniem rzedu czwartego
i prowadzi¢ do zaniZzenia ocen a posteriori parametru wagowego. Optymalna warto$¢ parametru
wagowego w modelach szacowanych warunkowo wzgledem A zawiera si¢ w przedziale najwigk-
szej wiarygodnosci a posteriori A, dla wszystkich opéznient wektorowej autoregresji. W przypadku
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estymacji parametru wagowego otrzymujemy brzegowy rozktad a posteriori, ktérego warto$¢ ocze-
kiwang traktujemy jako ocene punktowa 4, a wybrane miary rozproszenia jako ocene niepewnosci.
W przypadku estymacji modeli warunkowych zakladamy arbitralnie wartosci A, ktérych zakres
moze wplywaé na konicowe wnioskowanie, oraz obserwujemy znaczng wrazliwo$é ocen brzego-
wej gestosci obserwacji na niewielkie zmiany warto$ci parametru wagowego. Estymacja szeregu
modeli warunkowych wzgledem A jest trudniejsza i niekoniecznie prowadzi do uzyskania sta-
bilniejszych ocen brzegowej gestoéci obserwacji. Mozna ja jednak stosowaé¢ do obliczenia pozio-
méw brzegowych gestoéci obserwacji dla wartoéci granicznych A—w i analizy wlasnosci mode-
lu DSGE-VAR. Z praktycznego punktu widzenia estymacja parametru A dostarcza pelnej wiedzy
a posteriori w postaci rozktadu brzegowego parametru wagowego oraz bezposérednio interpreto-
walnych wag W modelu strukturalnego w modelu hybrydowym. Nalezy jednak zwréci¢ uwage
na koniecznoé¢ poprawnej specyfikacji rozktadu a priori dla A, ktéry powinien by¢ dostatecznie
rozproszony, aby mozna bylo zweryfikowa¢ wstepne zalozenia za pomoca danych empirycznych.
Z drugiej strony jego nadmierne rozproszenie moze spowodowaé, ze oceny brzegowej gestosci
obserwacji bedg nizsze.

11. Podsumowanie

Analize sposob6w wnioskowania o parametrze wagowym w hybrydowym modelu wektorowej
autoregresji mozna przeprowadzi¢ na dwa sposoby: przez estymacje modeli warunkowych oraz
przez formalne wnioskowanie o optymalnym udziale informacji pochodzacych z modelu réwno-
wagi ogélnej w modelu polaczonym. Estymacja parametru wagowego wymaga zalozenia rozkladu
a priori, ktéry moze zosta¢ powigzany z implikowanym rozkladem a priori wag modelu struktu-
ralnego w modelu hybrydowym, co mozna zilustrowaé¢ za pomoca prostej symulacji. Oceny a posteriori
logarytmu brzegowej gestosci obserwacji w modelach hybrydowych znacznie zmieniaja sig pod
wplywem niewielkich zmian warto$ci parametru wagowego, co utrudnia jego optymalny wybér.
Estymacja parametru wagowego dostarcza petnej informacji a posteriori o ksztalcie jego gestosci
brzegowe;j. Jej warto$¢ oczekiwang przyjmujemy w miejsce oceny punktowej optymalnego udziatu
informacji a priori w modelu polaczonym, a miarg niepewnos$ci zwigzanej z wnioskowaniem mo-
ze by¢ przedzial najwiekszej wiarygodnosci a posteriori badZ odchylenie standardowe. Podejécie
to umozliwia aproksymacje rozktadu a posteriori wag modelu strukturalnego w modelu hybrydo-
wym, wraz z oceng jego rozproszenia. Z analizy empirycznej wynika, ze w rozpatrywanych mo-
delach, niezaleznie do typu rozkladu a priori parametru wagowego, brzegowe rozktady a posteriori
wag sg podobne, co wskazuje na duza precyzje wnioskowania i odporno$é¢ wynikéw a posteriori
na zmiane zalozen a priori. Przeprowadzone obliczenia wskazujg, ze ocena jakosci modelu za po-
mocg brzegowej gestoéci obserwacji powinna zosta¢ uzupetniona innymi kryteriami, opartymi na
wnioskowaniu a posteriori o parametrach strukturalnych badz ich funkcjach.
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Aneks

Wykres 1
Logarytm brzegowej gestosci obserwacji w zbiorze A
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Wykres 2

Logarytmy brzegowej gestoéci obserwacji w zbiorze A*
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Wykres 3
Histogramy rozkladu wag w zalezno$ci od zakresu rozktadu jednostajnego dla 4

A= 1 =4 =9 Jni=19
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Uwaga: 1,, 0znacza gérng granice rozktadu jednostajnego dla parametru wagowego 4.

Wykres 4
Funkcje gestosci rozkladu gamma dla 4 i odpowiadajace im histogramy rozkladu wag
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Uwaga: f,(4lg,, g,) oznacza funkcje gestoéci rozktadu gamma dla 4, z parametrami g, i g,; p(W) to histogram gestosci wag
W modelu strukturalnego w modelu hybrydowym.
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Funkcje gestosci rozkladu normalnego 4 i odpowiadajgce im histogramy rozktadu wag
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Uwaga: f(Aln,, n,)) oznacza funkcje ggstosci rozkladu normalnego dla A, o wartosci oczekiwanej n, i odchyleniu standar-
dowym ny; p(W) to histogram gestoéci wag W modelu strukturalnego w modelu hybrydowym.

Wykres 6

Funkcje gestosci rozktadu beta wag i odpowiadajace im histogramy rozktadu 4
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Uwaga: f,(Alb,, b,) oznacza funkcje gestosci rozkladu beta z parametrami b, i by; p(A) to histogram rozktadu dla para-

metru wagowego A.
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Wykres 7
Brzegowy rozklad a posteriori wag modelu réwnowagi ogélnej w modelu hybrydowym w zaleznosci od

rozktadu a priori parametru wagowego A(p = 2)
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Wykres 8
Aproksymacja brzegowych rozktadéw a posteriori parametru wagowego dla p = 4, przy jednostajnym

rozktadzie a priori
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Uwaga: 4, i 4, oznaczaja, odpowiednio, dolng i gérng granicg jednostajnego rozktadu a priori parametru wagowego 4.
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Tabela 1

Charakterystyki rozktadu a posteriori w modelu ré6wnowagi ogélnej szacowanym indywidualnie

Parametry E(..) ] E() o lD"lne ZG(J'rne Typ D(:) .
modelu a priori a posteriori HPD HPD rozkladu a priori
o 0,670 0,3318 0,1615 0,5042 g;ilvnvlrssony 0,9000
Y 1,000 1,4030 0,8094 1,9970 normalny 0,5000
P, 0,500 0,8288 0,7841 0,8751 jednostajny 0,2887
Va 1,500 1,1746 0,8341 1,5327 normalny 0,5000
Vy 0,125 0,3581 0,1853 0,5269 normalny 0,1250
0, 0,500 0,9272 0,8615 0,9863 jednostajny 0,2887
pg 0,500 0,8410 0,7788 0,9042 jednostajny 0,2887
Gp 2,000 5,4081 2,5287 8,1826 gamma 1,4200
GW 2,000 5,4381 3,0533 7,7485 gamma 1,7100
o, 0,500 0,0068 0,0034 0,0101 jednostajny 0,2887
Og 0,500 0,0270 0,0166 0,0372 jednostajny 0,2887
o, 0,500 0,0012 0,0010 0,0014 jednostajny 0,2887
o, 0,500 0,4060 0,0868 0,7425 jednostajny 0,2887

Uwagi:

E(.) — warto$¢ oczekiwana,
D(.) — odchylenie standardowe,

lDulne i AGo'rne

D arp — dolna i gérna granica 90-procentowego przedziatu najwigkszej wiarygodnosci a posteriori.
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Tabela 2
Logarytmy brzegowej gesto$ci obserwacji szacowanej w zbiorze A

Rzad opdznien Wartosci 4
wektora 03 043 067 10 15 233 40 90 19 1000
autoregresji Waga W

0,23 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 0,95 =1,0
p=1 1210 1219 1216 1217 1209 1207 1206 1203 1200 1173
p=2 1204 1220 1223 1214 1198 1210 1200 1189 1185 1187.6
p=3 1207 1219 1219 1211 1211 1209 1196 1192 1187 1188,4
p=4 1196 1212 1219 1220 1216 1212 1200 1189 1175 1183
Uwagi*

A — parametr wagowy,

W — odpowiadajgca danemu A waga rozkladu a priori,

p — rzad op6znienia hybrydowej autoregresji wektorowej;

wartosci pogrubione oznaczajg poziomy najwyzsze w ramach danego opdéZnienia wektorowej autoregresji, wartosci
podkreslone — poziomy najwyzsze w ramach danego 4, dla r6znych op6znien autoregresji wektorowe;j.
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Tabela 3

Logarytm brzegowej ggstosci obserwacji szacowany w zbiorze A*

A w p=1 p=2 p= p=4
0,32 0,24 1219.8 1212,4 1213,5 1197,0
0,35 0,26 1205,3 1208.5 1204,4 1206,8
0,39 0,28 1207,1 1209,3 1211.5 1206,2
0,43 0,30 1219.9 1219,7 1219,5 12121
0,47 0,32 1219,2 1213,3 1219,1 1214,8
0,52 0,34 1196,8 1222.9 1219,1 1210,0
0,56 0,36 1213,7 1210,1 1220.1 1216,1
0,61 0,38 1213,8 1218.4 1210,3 1218,1
0,67 0,40 1215,4 12219 1218,3 1219,4
0,72 0,42 1051,9 1212,3 12204 1211,7
0,79 0,44 1205,9 12231 1220,2 1219,7
0,85 0,46 1218,5 1211,3 12201 1217,2
0,92 0,48 1217,4 1221.7 1218,6 12204
1,00 0,50 1218,2 1213,7 1212,5 12204
1,08 0,52 1213,8 1216,4 1221.6 1217,4
1,17 0,54 1215,1 1216,0 1215,3 12170
1,27 0,56 1212,7 1210,6 12204 1214,9
1,38 0,58 1213,0 1210,6 121741 1208,3
1,50 0,60 1208,1 1199,4 1207,2 12164
1,63 0,62 1213,6 1205,7 1215,2 1217.7
Uwagi:

A — parametr wagowy,

W — odpowiadajaca danemu A waga rozktadu a priori,

p — rzad opéZnienia hybrydowej autoregresji wektorowej;

warto$ci pogrubione oznaczajg poziomy najwyzsze w ramach danego opéznienia wektorowej autoregresji, wartosci
podkreslone — poziomy najwyzsze w ramach danego 4, dla r6znych op6znien autoregresji wektorowe;j.



Tabela 4

Czynniki Bayesa dla wybranych modeli warunkowych
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065

; W B(A,A=0,43) B(A,A=0,79)  B(,i=1,08) B(\,A=1)

p=1 p=2 p=3 p=4
0,32 0,24 0,87 2,4x107° 3,0x104 6,9x1011
0,35 0,26 4,5x107 4,8x107 3,5x108 1,2x10°6
0,39 0,28 2,6x1076 1,1x10°8 4,1x107 6,7x107
0,43 0,30 1,00 0,04 0,12 2,6x1074
0,47 0,32 0,47 6,0x10°5 0,09 3,8x1073
0,52 0,34 8,7x10711 0,84 0,08 3,2x1075
0,56 0,36 1,9x1073 2,3x10°6 0,23 0,01
0,61 0,38 2,2x1073 0,01 1,2x1075 0,10
0,67 0,40 0,01 0,32 0,04 0,38
0,72 0,42 1,1x10773 2,1x107 0,31 1,6x10™%
0,79 0,44 8,0x107 1,00 0,24 0,51
0,85 0,46 0,25 7,9x10-6 0,22 0,04
0,92 0,48 0,08 0,26 0,05 1,00
1,00 0,50 0,18 8,5x10705 1,1x10"4 1,00
1,08 0,52 2,2x1073 1,3x1073 1,00 0,05
1,17 0,54 0,01 8,7x10™% 1,8x1073 0,03
1,27 0,56 7,0x10°4 3,9x10°6 0,32 4,1x1073
1,38 0,58 9,3x10°4 4,1x106 0,01 5,4x1076
1,50 0,60 7,5x10°6 5,1x10-11 5,6x107 0,02
1,63 0,62 1,8x1073 3,0x10°8 1,6x1073 0,07

Uwagi:

A — parametr wagowy,

W — odpowiadajaca danej A waga rozktadu a priori,

p — rzad op6znienia hybrydowej wektorowej autoregres;ji,

B(A,A =0,43) = exp(Inp(¥]4,) — Inp(YA = 0,43)) — iloraz brzegowych ggstosci obserwacji wzgledem modelu o jej najwyzszej

wartoécidlap=1,

B(A,A =0,79) — definiuje czynniki Bayesa w modelach hybrydowych dla p =2,

B(AA =1,08) = exp(Inp(Y|4,) — Inp(Y]A = 1,08), dla p = 3,
B(A,A=1) = exp(Inp(Y|A) — Inp(Y]A=1)dlap =4.
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Tabela 5
Logarytmy brzegowej ggstosci obserwacji w zaleznosci od typu rozktadu a priori 4

Rozktad a priori 4 EAY) DY) EWY) D(W|Y) Inp(Y)
U@; 1) 0,502 0,058 0,333 0,025 1203,1
U(0; 4) 0,513 0,100 0,336 0,042 1217,3
U(0; 9) 0,526 0,119 0,341 0,048 12171
U(0; 19) 0,513 0,117 0,335 0,049 1205,4
U(0; 49) 0,515 0,119 0,336 0,050 1211,8
U(0; 99) 0,533 0,136 0,343 0,054 1208,5
f,(A11.4; 0,3) 0,529 0,132 0,342 0,053 1221,5
fG(l|l,5; 1) 0,520 0,131 0,338 0,053 1217,6
fG(/1|5; 1) 0,552 0,172 0,349 0,063 1216,5
fG(/'L|5; 4) 0,577 0,194 0,358 0,069 1210,4
f (AL 5) 0,577 0,191 0,358 0,068 1218,9
£ (45; 5) 0,568 0,188 0,354 0,068 1206,3
£ (A[10; 5) 0,571 0,186 0,356 0,067 1218,9
£,(A]10; 40) 0,575 0,185 0,357 0,067 1218,8
Uwagi:

U(0; 4,,) — rozklad jednostajny na przedziale od 0 do Mg

f,(Alg, g,) — rozktad gamma z parametrami g, i g,,

f\(Aln,, n,) — rozktad normalny o wartosci oczekiwanej n, i odchyleniu standardowym n,,

E(A)Y) i D(A|Y) — warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe a posteriori parametru wagowego,

E(W|Y) i D(W]Y) — warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe a posteriori wagi modelu strukturalnego w modelu
hybrydowym,

Inp(Y) — logarytm brzegowej gestosci obserwacji a posteriori.



Tabela 6

Estymowane modele rownowagi ogolnej i wektorowa...

Estymacja parametru wagowego dla r6znych op6znien wektorowej autoregresji przy jednostajnym

rozktadzie a priori

o967

b Re EO)EGW) g g gy e S
0,13 1,87 1 0,443 0,210 0,658 1219,4 11 65 50 31
p=1 0,13 7,87 4 0,377 0,176 0,569 1211,1 11 89 80 27
0,13 37,87 19 0,357 0,177 0,519 1207,4 11 97 95 26
0,18 1,82 1 0,608 0,344 0,853 1224,2 15 65 50 38
p=2 0,18 7,82 4 0,614 0,352 0,874 1221,0 15 89 80 38
0,18 37,82 19 0,565 0,333 0,794 1217,4 15 97 95 36
0,24 1,76 1 0,806 0,513 1,108 1221,6 19 64 50 45
p=3 0,24 7,76 4 0,799 0,502 1,083 1216,5 19 89 80 44
0,24 37,76 19 0,792 0,493 1,082 1213,2 19 97 95 44
0,30 1,70 1 0,794 0,587 1,017 1208,8 23 63 50 44
p=4 0,30 7,70 4 0,986 0,628 1,330 1216,6 23 89 80 50
0,30 37,70 19 1,035 0,663 1,403 1216,5 23 97 95 51
Uwagi:
ApiniAg — dolna i gérna granica rozkladu jednostajnego dla parametru wagowego,

E(A) — warto$¢ $rednia rozktadu a priori 4,

E(A/Y) — warto$¢ oczekiwana rozktadu a posteriori 4,

Dolne . ldee
HPp 1 upp

W, . We W, i W,-wagi, odpowiednio, dla: 4

— dolna i gérna granica 90-procentowego przedzialu najwiekszej wiarygodnosci a posteriori,
Ao EQ) 1 EQIY),

Inp(Y) — logarytm brzegowej gestosci obserwacji a posteriori.

min’
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Tabela 7
Estymacja parametru wagowego dla réznych opdznien wektorowej autoregresji przy zalozeniu rozkladu

gamma dla parametru wagowego

E@) EGIY) Ky Aoy Inp(Y) “ i
(w %)
0,43 0,20 0,65 1220,2 50 30
p=1 4 0,53 0,23 0,81 1219,6 80 34
19 1,42 0,80 2,14 1195,8 95 59
1 0,59 0,33 0,81 1217,2 50 37
p=2 4 0,60 0,35 0,87 1219,0 80 38
19 1,27 0,80 1,77 1202,2 95 56
1 0,70 0,45 0,93 1212,6 50 41
p=3 4 0,85 0,53 1,17 1217,5 80 46
19 17,15 0,80 26,24 1191,3 95 94
1 0,94 0,61 1,25 1216,8 50 49
p=4 4 1,01 0,63 1,38 1215,2 80 50
19 1,65 0,97 2,32 1201,7 95 62
Uwagi:
E(4) — warto$¢ oczekiwana rozktadu a priori A,
E(A|Y) — warto$¢ oczekiwana rozktadu a posteriori 4,
/12;[[")6 i Af,i!}“," — dolna i gérna granica 90-procentowego przedziatu najwiekszej wiarygodnosci a posteriori,

W,i W, — wagi rozkladu a priori w modelu hybrydowym, odpowiednio, dla wartoéci oczekiwanej a priori
i a posteriori dla 4,

Inp(Y) — logarytm brzegowej gestosci obserwacji a posteriori;

warto$ci pogrubione oznaczaja poziomy najwyzsze w ramach danego op6Znienia wektorowej autoregresji.
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An estimated general equilibrium model and vector autoregression
— the hybrid model

Abstract

The DSGE-VAR model consists of two vector autoregressions: the first one approximates linearised
solution of the stochastic dynamic general equilibrium model and is used as a tool for construction
of a prior distribution for the second one, estimated with the observed data. The key role in the
hybrid model is played by the weighting parameter, which states how informative the prior is, and
has the crucial impact for the assessment of marginal likelihood. It can be estimated or chosen
after estimation of series of conditional models. When estimated the prior distribution have to be
assumed, which has implications for the prior distribution of DGSE weight in the hybrid model that
can be illustrated with simple simulation procedure. The posterior inference for DGSE weight is
indifferent after assuming competing priors for the weighting parameter. The analysis suggest that
the modified harmonic mean estimator should not be used as a unique tool for model evaluation.

Keywords: DSGE-VAR, Bayesian inference, marginal data density, prior specification






