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Streszczenie
W artykule dokonano analizy rozkładu prawdopodobieństwa niewypłacalności zgodnie  
z podejściem zaprezentowanym przez Vasicka. Według wytycznych Bazylejskiego Komitetu ds. 
Nadzoru Bankowego metoda ta stanowi podstawę szacowania strat z tytułu ryzyka kredytowego. 
Celem artykułu było zweryfikowanie przyjętych przez Komitet Bazylejski założeń co do 
wartości parametru korelacji aktywów kredytobiorców. W artykule przedstawiono wyniki badań 
przeprowadzonych na przykładzie portfela kredytów samochodowych udzielonych osobom 
fizycznym. 

Na podstawie uzyskanych wyników badań odniesiono się do formułowanej przez niektórych 
badaczy tezy o przyjęciu przez Komitet Bazylejski zbyt wysokiego poziomu korelacji aktywów w 
odniesieniu do ekspozycji detalicznych. Rezultaty otrzymane dzięki wykorzystaniu danych em-
pirycznych wskazują na istotnie niższą korelację aktywów w badanej populacji, niż wynika to  
z  formuły zawartej w Nowej Umowie Kapitałowej. Należy więc uznać, że przyjęte przez Komitet 
Bazylejski podejście jest dość konserwatywne, przez co w wielu przypadkach może prowadzić do 
zawyżania prognoz poziomu strat.  
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1. Wstęp

Statystyczna metodologia badania strat portfela kredytowego rozwija się szczególnie intensywnie 
od wczesnych lat 70. ubiegłego wieku. Zaprezentowane przez Altmana (1968) podejście do proce-
su podejmowania decyzji kredytowej ewoluowało i jest obecnie standardowym narzędziem kon-
troli ryzyka kredytowego. Na rozwój nowoczesnych metod zarządzania ryzykiem istotny wpływ 
miał również Merton (1974). W ostatnich latach rozwój metod pomiaru ryzyka kredytowego nabrał 
tempa za sprawą ustaleń Komitetu Bazylejskiego, który kolejny raz wyznaczył światowe standardy  
w ramach Nowej Umowy Kapitałowej. Nowe zasady pozwalające wyznaczać wymogi kapitałowe  
z tytułu ryzyka kredytowego wydają się bardzo atrakcyjne, szczególnie dla banków detalicznych. 
Z analiz przeprowadzonych przez Generalny Inspektorat Nadzoru Bankowego (2006) w ramach 
Piątego Badania Ilościowego (QIS5) wynika, że metody zaawansowane mogą istotnie zmniejszyć 
wymogi kapitałowe w tym segmencie zarówno wśród polskich, jak i zagranicznych banków.

Wykorzystanie modeli statystycznych w procesie kalkulacji wymogów kapitałowych wymaga 
przyjęcia wielu istotnych założeń. Decydując się na model jednoczynnikowy, zakładamy, że oddaje 
on istotę modelowanego zjawiska. Wyznaczając wymogi kapitałowe z tytułu ryzyka kredytowego, 
przyjmujemy określoną stopę odzysku, realną długość życia kredytu czy podejście do szacowania 
prawdopodobieństwa niewypłacalności. Bardzo istotnym zagadnieniem jest ustalenie korelacji ak-
tywów kredytobiorców, której formułę wyznaczania przedstawił Komitet Bazylejski (Basel Com-
mittee on Banking Supervision 2006). Korelacja jest istotna, determinuje bowiem rozkład strat na 
portfelu, które mają być pokrywane przez kapitał własny banku, stanowiący bufor chroniący go 
przed niewypłacalnością.

Głównym celem niniejszego artykułu jest weryfikacja rekomendowanych przez Komitet Ba-
zylejski poziomów korelacji aktywów kredytobiorców detalicznych. Przyjęta w ramach Nowej 
Umowy Kapitałowej formuła wyznaczania korelacji może budzić wiele  wątpliwości co do trafno-
ści uzyskiwanych szacunków. Doświadczenia praktyków oraz badania przeprowadzone w innych 
krajach pozwalają przypuszczać, że rzeczywisty poziom korelacji aktywów kredytobiorców deta-
licznych jest w istocie niższy od rekomendowanego przez Komitet Bazylejski. Twierdzenie to ma 
daleko idące praktyczne implikacje. Ostatecznie bowiem teza o niższej korelacji aktywów oznacza 
niższą stratę nieoczekiwaną i – co się z tym wiąże – niższy wymóg kapitału na pokrycie owej stra-
ty. Dla sektora bankowego niższy poziom korelacji oznacza niższy koszt kapitału własnego, a więc 
znaczne oszczędności przy zachowaniu pełnej kontroli nad ryzykiem.

W celu zweryfikowania hipotezy co do poziomu korelacji w niniejszym artykule zaprezento-
wano wyniki badań przeprowadzonych na przykładzie kredytów detalicznych, wraz ze szczegóło-
wym odniesieniem się do wyników uzyskanych przez innych badaczy. W badaniu wykorzystano 
dane historyczne, dzięki którym uzyskano szacunki prawdopodobieństw niewypłacalności, służą-
ce do wyznaczenia poziomu korelacji aktywów oraz sformułowania wniosków.

2. Przegląd badań nad korelacją aktywów 

Badania nad poziomem korelacji aktywów dotyczyły zwykle kredytów korporacyjnych. Jednym  
z prekursorów badań nad korelacją aktywów firm jest Lucas (1995). Wyniki swoich prac przedsta-
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wił między innymi Rösch (2003), który analizował dane kredytowe z rynku niemieckiego. Wcze-
śniej Gordy i Heitfield (2002) przedstawili swoje wyniki uzyskane na podstawie powszechnie do-
stępnych danych agencji Moody’s oraz S&P. Crouchy, Galai i Mark (2000) odnieśli się natomiast do 
korelacji aktywów, badając zmiany wartości akcji spółek publicznych notowanych na giełdzie. Wy-
korzystaniem korelacji cen akcji do szacowania korelacji aktywów zajmowali się także De Servigny 
i Renault (2002; 2003). Opublikowane przez Zenga i Zhanga (2001) wyniki szacunków korelacji ak-
tywów firm, sięgające 10–20%, były weryfikowane w dalszych badaniach. Analogiczne wyniki uzy-
skali Düllmann, Scheicher i Schmieder (2007), wspierając się danymi firmy KMV. Demey i Roncalli 
(2004) otrzymali wyniki na poziomie 9,4%. Dużo niższe wartości uzyskał Rösch (2003), który na da-
nych pozyskanych z niemieckiego sektora bankowego otrzymał szacunki korelacji nieprzekraczające 
4%. Zagadnienie związku korelacji aktywów z prawdopodobieństwem niewypłacalności przedsta-
wione zostało w pracy Lopeza (2004). Na podstawie danych empirycznych autor ten przeanalizował 
wpływ obu wielkości na poziom wymogów kapitałowych z tytułu ryzyka kredytowego firm. Ten sam 
autor (Lopez 2009) poddał badaniu korelacje aktywów w odniesieniu do kredytów zabezpieczonych 
hipoteką. W tym celu wykorzystał powszechnie dostępne dane pochodzące z notowanych na rynku 
amerykańskim funduszy obejmujących należności hipoteczne. Temat korelacji aktywów firm oraz 
jej wpływu na prawdopodobieństwo niewypłacalności omówiony został również przez Cherniha, 
Vanduffela  i Henrarda (2006). Zwrócili oni uwagę na wiele zależności mających istotny wpływ na 
poziom strat nieoczekiwanych. Dietsch i Petey (2004) przeprowadzili analizę korelacji aktywów  
w odniesieniu do firm działających na terenie Francji i Niemiec. 

W ostatnich latach konieczność szacowania korelacji dla bankowych należności detalicznych 
wymusiła na badaczach nowe spojrzenie na to zagadnienie. Nie można bowiem bezpośrednio ob-
serwować cen akcji, zmian aktywów czy innych wskaźników stanowiących o kondycji finanso-
wej, jak ma to miejsce w przypadku przedsiębiorstw. Wyniki szacowania korelacji w bankowości 
detalicznej przedstawili Botha i van Vuuren (2009), którzy przeprowadzili badania dla kredytów  
z USA. W swojej pracy przedstawili szacunki korelacji przeprowadzone na podstawie skonsolido-
wanych kwartalnych sprawozdań branży finansowej, dostępnych za lata 1985–2009. Inną próbę 
oszacowania korelacji możemy znaleźć w pracy Duchemin, Laurenta i Schmita (2003), którzy przed-
stawili wyniki dla portfeli zawierających łącznie ponad 50 tys. należności dotyczących leasingu 
pojazdów. Wyniki ich badań wskazały na niższą wartość korelacji, niż wynika to z zapisów Nowej 
Umowy Kapitałowej. Autorzy podkreślili istotność uwzględnienia zmienności prawdopodobień-
stwa niewypłacalności w rachunku korelacji, jak również wymogów kapitałowych. Swoje wyniki 
przedstawili również Carlos i Cespedes (2002), wyznaczając wartość korelacji na podstawie empi-
rycznych obserwacji prawdopodobieństw niewypłacalności. Według Röscha i Scheulego (2004) po-
ziom korelacji aktywów dla należności detalicznych może wynosić nawet poniżej 1%. Również na 
podstawie stosunkowo licznej populacji kredytobiorców detalicznych swoje wyniki przedstawili 
Magalhães, Terra i Neves (2009). Ich praca, oparta na danych pozyskanych z Narodowego Banku 
Brazylii z lat 2003–2008, zawiera wyniki szacunków korelacji, jak również prawdopodobieństw nie-
wypłacalności dla kredytów samochodowych. Zagadnienie korelacji aktywów kredytobiorców de-
talicznych przedstawili Crook i Bellotti (2009). Uzyskane przez nich wyniki w odniesieniu do kart 
kredytowych wskazują na występowanie korelacji nawet na poziomie 0,39%. Badania przeprowa-
dzone przez Hansena i in. (2008) wykazały, że korelacja aktywów w odniesieniu do kredytów deta-
licznych, jak również w odniesieniu do kart kredytowych wynosi zaledwie 1,3%. 
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Zaprezentowane w dalszej części artykułu wyniki przeprowadzonych badań stanowią uzu-
pełnienie wspomnianych wyżej dokonań. Wzbogacają zakres dostępnych publikacji o wyniki 
uzyskane dla portfela kredytowego rynku wschodzącego, jakim jest Polska. Należy podkreślić, że  
w przeciwieństwie do wielu innych badań w analizowanym portfelu uwzględniono kredytobior-
ców zatrudnionych na podstawie umowy o pracę, eliminując tym samym firmy oraz osoby prowa-
dzące działalność gospodarczą. Uzyskano przez to jednorodną grupę o zbliżonej wrażliwości na 
ryzyko rynkowe. W badaniu zaprezentowano również metodę przygotowania danych, umożliwia-
jącą pozyskanie większej liczby obserwacji prawdopodobieństw niewypłacalności niż w podejściu 
klasycznym. Okazuje się bowiem, że trudności z oszacowaniem korelacji aktywów kredytobiorców 
detalicznych wynikają zwykle z braku dostatecznej ilości danych. Wydłużanie szeregów czaso-
wych powoduje wiele komplikacji, choćby z powodu zaburzeń danych, wynikających ze zmiany 
cyklu gospodarczego lub (częściej) ze zmian polityki zarządzania ryzykiem w banku. Ma to duże 
znaczenie dla parametrów rozkładu strat portfela. Zmienność w czasie tych ostatnich może stano-
wić podstawę kwestionowania uzyskanych wyników.

W dalszej części artykułu zostanie przedstawiona koncepcja modelu rekomendowanego przez 
Komitet Bazylejski. Wymaga ona bliższego omówienia w celu odniesienia się do roli korelacji  
w procesie szacowania ryzyka kredytowego. Szczególną uwagę zwrócono na wpływ parametru 
korelacji na poziom straty nieoczekiwanej. Następnie zostaną przedstawione rezultaty badań na 
danych empirycznych, wraz z ich szczegółowym omówieniem oraz wynikającymi z nich zalece-
niami praktycznymi.

3. Model strat na portfelu kredytowym

Rekomendowany przez Komitet Bazylejski (Basel Committee on Banking Supervision 2006)  
w ramach podejścia AIRB (Advanced Internal Rating-Based Approach) model szacowania wymo-
gów kapitałowych opiera się na  jednoczynnikowym modelu Mertona (1974). Umożliwia on wy-
znaczenie rozkładu prawdopodobieństwa strat portfela kredytowego cechującego się stosunkowo 
dużą liczbą kredytów o podobnych wartościach oraz o tym samym prawdopodobieństwie niewy-
płacalności. Zgodnie z założeniami modelu jednoczynnikowego wartość aktywów podmiotu za-
ciągającego zobowiązanie, którą w przypadku kredytobiorców detalicznych należy interpretować 
raczej jako wartość indeksu charakteryzującego poziom ryzyka, można opisać za pomocą procesu:
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gdzie indeks i wskazuje na konkretnego kredytobiorcę w portfelu liczącym n kredytobiorców, na-
tomiast Y  jest wspólnym dla wszystkich kredytobiorców czynnikiem rynkowym wpływającym na 
indeks ryzyka Xi. Współczynnik ρ określa stopień zależności indeksu ryzyka X od czynnika ryn-
kowego, jak również od czynnika idiosynkratycznego1 Zi. Wynika stąd, że indeks ryzyka zależy 
od specyficznego czynnika, charakterystycznego dla danego kredytobiorcy, odzwierciedlającego 

1  Ryzyko idiosynkratyczne (specyficzne) klienta jest wynikiem jego unikalnego czynnika, który jest niezależny od ana-
logicznych czynników pozostałych klientów. Ryzyko rynkowe (systematyczne) ma swoje źródło we wspólnym dla 
wszystkich należności czynniku rynkowym.
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jego wiarygodność kredytową. W powyższym modelu zakłada się, że zarówno zmienna  Xi , jak i Zi  

mają standardowy rozkład normalny.
Procentową stratę portfela kredytowego możemy przedstawić (Vasicek 2002) według formuły:
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Zmienna Li przyjmuje wartość 1 zawsze wtedy, gdy zajdzie zdarzenie niewypłacalności, tj. gdy 
indeks ryzyka Xi  spadnie poniżej pewnego poziomu progowego. W przypadku gdy nie zachodzi 
zdarzenie niewypłacalności, zmienna Li jest równa 0. Zmienna Li może być zatem interpretowana 
jako wskaźnik stanu polegającego na utracie przez i-tego klienta zdolności do obsługi zobowiąza-
nia kredytowego.

Poziom progowy zmiennej X, przy którym występuje niewypłacalność, oznaczmy symbolem α. 
Aby go wyznaczyć, znając wartość prawdopodobieństwa wystąpienia niewypłacalności PD (proba-
bility of default), należy odszukać wartość funkcji odwrotnej dla dystrybuanty rozkładu normalne-
go dla zadanego poziomu prawdopodobieństwa PD, co zilustrowano na wykresie 1.
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Mając na względzie standardowy rozkład normalny idiosynkratycznego czynnika Zi, możemy 
więc wyznaczyć warunkowe prawdopodobieństwo niewypłacalności, polegające na niewywiąza-
niu się kredytobiorcy ze zobowiązania przy zadanej wartości czynnika rynkowego Y jako: 
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Powyższe warunkowe prawdopodobieństwo można rozważać jako obraz różnych scenariuszy 
prawdopodobieństwa przy różnych zachowaniach rynku determinującego poziom czynnika ryn-
kowego. Widoczna jest tu ścisła relacja pomiędzy warunkowym prawdopodobieństwem oraz bez-
warunkowym prawdopodobieństwem oznaczonym jako PD, stanowiącym w istocie uśrednioną 
wartość uwzględniającą wszelkie scenariusze zachowania zmiennej Y.

Korzystając z uzyskanego powyżej warunkowego prawdopodobieństwa niewypłacalności po-
jedynczej ekspozycji kredytowej, można uzyskać rozkład straty całego portfela (por. Vasicek 2002). 
Ze względu bowiem na niezależność zmiennych Li przy zadanej wartości zmiennej Y oraz ich jed-
nakowych rozkładach dla wszystkich i, na mocy Prawa Wielkich Liczb w miarę wzrostu liczby 
kredytów w portfelu strata na portfelu kredytowym dąży do wartości oczekiwanej równej warun-
kowemu prawdopodobieństwu wyrażonemu wzorem (4). Prawdopodobieństwo poniesienia straty 
do wysokości x (por. Vasicek 1991) jest zatem równe:
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Z punktu widzenia organizacji zarządzania ryzykiem kredytowym w banku rozkład strat na 
portfelu umożliwia wyznaczenie poziomu strat oczekiwanych, jak również strat nieoczekiwanych, 
co przedstawia wykres 2. Zgodnie z ogólnie przyjętą przez banki zasadą bezpiecznego zarządzania 
ryzykiem kredytowym bank ma obowiązek zabezpieczenia się przed stratami do wysokości łącz-
nie straty oczekiwanej i straty nieoczekiwanej.

Strata na portfelu wyrażona jest w procentach i rozumiana jako udział kredytów niewypła-
calnych w ogólnej liczbie kredytów w danym portfelu. Dystrybuantę rozkładu strat na portfelu  
przedstawia ostatecznie poniższe wyrażenie:
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Funkcja gęstości prawdopodobieństwa niewypłacalności dla portfela jest natomiast dana wzorem:
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Wartość modalną dla rozkładu funkcji straty portfela można wyznaczyć według poniższego 
równania (Botha, van Vuuren 2009):
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Na wykresie 3 przedstawiono cztery przykładowe funkcje gęstości dla wybranych wartości PD, 
wynoszących kolejno 3%, 5%, 7% oraz 10%. Korelacja została ustalona na stałym poziomie 5%. 
Na podstawie uzyskanych funkcji gęstości wyznaczono poziomy strat na portfelu dla wybranych 
centyli przy różnych poziomach PD. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 1 oraz na wykresie 
4. Wyłania się z nich bardzo istotna zależność dotyczącą kształtowania się poziomu strat na port-
felach dla zadanych centyli. Okazuje się, że portfel o dwukrotnie wyższej wartości parametru PD 
charakteryzuje się stratą odpowiadającą centylowi 0,999 na poziomie mniejszym, niż wynika to 
z relacji pomiędzy prawdopodobieństwami bankructwa. Przykładowo strata odpowiadająca cen-
tylowi 0,999 dla portfela, dla którego PD zostało oszacowane na poziomie 5%, wynosi 17%, pod-
czas gdy dla portfela z PD wynoszącym 10% wartość straty dla tego samego centyla wynosi jedy-
nie 27,7%. Obserwujemy więc, że wzrost oczekiwanej straty o 100% (tj. z 5% do 10%) powoduje, iż 
nieoczekiwana strata zwiększa się zaledwie o 63% (z 17% do 27,7%). Zależność ta jest uwarunko-
wana poziomem skorelowania powstawania niewypłacalności wśród kredytobiorców. Niższy po-
ziom korelacji wpływa na mniejszą dyspersję przy ustalonym poziomie PD, co ostatecznie ozna-
cza niższy poziom strat dla centyla rzędu 0,999. Jednak im niższy poziom korelacji portfela przy 
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wzroście PD, tym prawdopodobnie wyższy będzie (procentowo) przyrost nieoczekiwanych strat na 
portfelu, wynikających z centyla rzędu 0,999. Oznacza to, że zaobserwowana procentowa zmiana 
straty nieoczekiwanej, wynosząca 63% (przy wzroście PD z 5% do 10%), może być wyższa, gdy ko-
relacja aktywów się obniży.

Aby wyznaczyć wielkość straty na portfelu kredytowym, która zgodnie z konserwatywnym po-
dejściem Komitetu Bazylejskiego nie powinna być przekroczona częściej niż raz na 1000 lat, należy 
skorzystać z przekształcenia prowadzącego do poniższej formuły:
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W istocie zgodnie z zapisami Nowej Umowy Kapitałowej wymóg kapitałowy powinien pokry-
wać straty nieoczekiwane, czyli te, które z jednej strony wykraczają ponad wartość oczekiwaną 
strat, a z drugiej strony te, których prawdopodobieństwo jest znikome. Zgodnie z powyższym po-
ziom istotności ustalony został arbitralnie w ramach Nowej Umowy Kapitałowej i wynosi 0,999.

Korekta rachunku wymogów kapitałowych o wartość oczekiwaną straty jest wynikiem 
uwzględnienia systemu odpisów na rezerwy, służącego właśnie do pokrycia wartości oczekiwanej 
ryzyka. Ponadto funkcję urealniającą pełni parametr LGD (loss given default), który odzwierciedla 
działania windykacyjne banku pomniejszające ostateczną stratę. Konieczny kapitał na pokrycie 
nieoczekiwanych strat z tytułu ryzyka kredytowego wyznacza się ostatecznie dla ekspozycji deta-
licznych według następującego wzoru:
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4. Wpływ korelacji aktywów na poziom straty na portfelu kredytowym

Jednym z głównych czynników wpływających na poziom wymogu kapitałowego wyznaczane-
go według metody AIRB jest ustalenie poziomu korelacji. Komitet Bazylejski przedstawił formu-
łę, według której banki mają obowiązek szacowania poziomu korelacji aktywów swoich kredyto-
biorców. Niemniej jednak zarówno w świecie nauki, jak i wśród praktyków bankowych popularne 
są alternatywne modele, których wykorzystanie jest równie powszechne (Saunders, Linda 1999). 
Powodem trudności z oszacowaniem realnej korelacji aktywów jest brak wystarczającej ilości da-
nych. Komitet Bazylejski określił zasady szacowania korelacji dla ekspozycji detalicznych wg po-
niższego wzoru:
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Wykres 5 obrazuje przyjętą przez Komitet Bazylejski relację, określoną wzorem (11), 
pomiędzy wartością oczekiwaną prawdopodobieństwa niewypłacalności a poziomem korela-
cji. W istocie takie podejście powoduje, że wyższe wymogi kapitałowe są stosowane wobec portfeli 
o niższym ryzyku. Dla nich bowiem wartość korelacji jest najwyższa. Wyższa korelacja zwiększa 
wartość straty nieoczekiwanej stanowiącej podstawę wyznaczania wymogów kapitałowych z ty-
tułu ryzyka kredytowego.

Wyznaczanie realnej korelacji pomiędzy przypadkami niewypłacalności z wykorzystaniem 
modelu Mertona (1974) opiera się na badaniu zależności pomiędzy wartościami aktywów bada-
nych firm. W modelu tym do oszacowania wartości aktywów determinującej nastąpienie niewy-
płacalności stosuje się zarówno czynnik systematyczny, jak i idiosynkratyczny. W istocie korelacje 
pomiędzy czynnikami systematycznymi stanowią korelację pomiędzy wartościami aktywów firm. 
W literaturze znajdujemy wiele podejść do problemu oceny korelacji, jak choćby ocena zmienności 
aktywów firmy, będąca funkcją zmian cen jej akcji. Podejście to stanowi podstawę modelu KMV  
(Gupton, Finger, Bhatia 1997, s. 91–106). Metody wykorzystujące  powszechnie dostępne notowania 
giełdowe akcji odnoszą się jednak do dużych firm, co w przypadku kredytów detalicznych wymu-
sza całkowitą zmianę podejścia do zagadnienia.

W poszukiwaniu wartości korelacji w modelu Mertona możemy posłużyć się relacją pomiędzy 
wartością modalną a wartością oczekiwaną. Umożliwia ona wyznaczenie tzw. implikowanej ko-
relacji aktywów. Kluczem do wyznaczenia korelacji aktywów jest oszacowanie PD, a także warto-
ści modalnej na podstawie zgromadzonych empirycznie obserwacji obrazujących zdarzenia nie-
wypłacalności. Prawostronnie skośny rozkład strat na portfelu sprawia, że wartość PD jest zwykle 
wyższa niż wartość modalna. Relację tę przedstawia formuła wartości modalnej (8), która po prze-
kształceniu ma następującą postać:
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co ostatecznie po przekształceniu prowadzi do:
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Powyższe równanie ma  dwa rozwiązania o postaci:
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Aby wybrać któreś z powyższych rozwiązań, należy przeanalizować przebieg funkcji wyzna-
czonej na podstawie równania (13), której argumentem jest korelacja. Wykres 6 przedstawia prze-
bieg funkcji dla wartości PD równej 6,8% oraz wartości modalnej na poziomie 5,85%. Z otrzyma-
nych rozwiązań właściwe jest to, dla którego wartość korelacji jest niższa. Wynika to z własności 
przyjętego rozkładu prawdopodobieństwa straty. Otóż dla prawdopodobieństwa bankructwa niż-
szego niż 0,5 zachodzi
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 pozostaje więc wartością 
dodatnią. Po uwzględnieniu powyższych zależności oraz równania (12) wartość korelacji musi 
spełniać następujący warunek:
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Z powyższej nierówności bezpośrednio wynika, że szukane rozwiązanie powinno spełniać 
warunek
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. Dlatego należy odrzucić wyższe z dwóch rozwiązań, które zawsze przyjmować 
będzie wartości powyżej 0,5. 

Wykres 7 przedstawia cztery różne warianty funkcji, której miejsce zerowe wyznacza poziom 
korelacji. Przykłady zostały przygotowane dla tej samej wartości PD równej 6,8%, lecz przy róż-
nych wartościach modalnych, wynoszących kolejno 3,5%, 5%, 5,85% i 6%. Wynika stąd, że im 
większa wartość modalna, tym mniejsza jest wartość korelacji dla zadanej wartości PD. Przy war-
tości modalnej na poziomie 3,5% miejsce zerowe funkcji wypada dla wartości korelacji na pozio-
mie 11,2%, podczas gdy dla wartości modalnej wynoszącej 6,6% i tej samej wartości PD korelacja 
wyniosła jedynie 0,7%.

Tabela 2 przedstawia wyniki uzyskanych korelacji wraz z wartościami strat nieoczekiwanych, 
oszacowanych na poziomie prawdopodobieństwa równego 0,999. Uzyskane wyniki strat nieoczeki-
wanych wskazują na ich istotną wrażliwość na poziom korelacji aktywów kredytobiorców. 

Wykorzystany przez Komitet Bazylejski rozkład strat na portfelu kredytowym autorstwa  
Vasicka nie jest jedyną możliwością modelowania ryzyka kredytowego. Wielu praktyków buduje 
modele ryzyka oparte na innych rozkładach, niekiedy lepiej oddające specyfikę zjawiska. Popular-
nym narzędziem modelowania ryzyka kredytowego jest rozkład beta, który przez tzw. grube ogony 
często znakomicie oddaje specyfikę empirycznych obserwacji. 

Rozkład beta wymaga oszacowania następujących parametrów wykorzystujących estymatory 
wartości oczekiwanej μ oraz odchylenia standardowe σ:
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Zamiast wartości oczekiwanej w tym przypadku przyjmujemy estymator oczekiwanej wartości 
prawdopodobieństwa niewypłacalności wyznaczony na podstawie danych historycznych. Rów-
nież odchylenie standardowe należy wyznaczyć na podstawie danych empirycznych.

Funkcję gęstości rozkładu beta przedstawia poniższa formuła:
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Dystrybuanta rozkładu beta wyrażona jest formułą:
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Na podstawie rozkładu beta można wyznaczyć wartość nieoczekiwanej straty przy zadanym 
poziomie prawdopodobieństwa jej przekroczenia. Uzyskana w ten sposób strata umożliwia wyzna-
czenie poziomu korelacji z wykorzystaniem wzoru (9). Stąd korelacja szacowana jest przez znale-
zienie miejsca zerowego poniższego wyrażenia:

  
   

               

+ –

–

–

–

–– –
–

–

–

–
–

–
– –

–

–

–

–

–

–

–

= 1ii ZYX

=

=
n

i
iLnL

1

1

()N ()1N

<

<

iX

)(1 PDN=

=

1
Y

Zi

[ ]==
1

)(
1

1 YPDN
NYLP i

=
)()(1

1
)( 111

–1

–1

–1

–1

–1 –1

–1 –1

–1–1

–1 –1

–1

–1–1–1

–

– –

––

1

–1

–1

–1 –1

–1

PDNxNYPxYPDNNP≤[ ]xLP

≤[ ]xLP =
)()(1 PDNxN

N

[ ] [ ]
=

2
)(1)(

2
)(exp1)(

22 xNPDNxNxf

= )(
21

1
mod PDNNL

+
=

1
)999,0()(

999,0

NPDN
NL

LGDPD
NPDN

NK
+

=
1

)999,0()(

+= 35

35

35

35

1
1116,0

1
103,0

e
e

e
e PDPD

)(
21

1
)( mod PDNLN =

01
)(
)(

)(
)(41

)(
)(4

2

mod

2

mod
2

mod2 =+
PDN
LN

PDN
LN

PDN
LN

2

2

mod

2

mod

8

1
)(
)(

81
)(
)(

4 ++

=
PDN
LN

–1

–1
mod

)(
)(

PDN

–1 )(PDN

LN

–1
mod )(LN

PDN
LN

–1

–1
mod

)(
)(

PDN
LN –1

–1
mod

)(
)(

PDN
LN

–1

–1
mod

)(
)(

PDN
LN

2

22

8

1814 +

=

PDL <mod

0

PDL >mod

½>

= =1)1(
2

μ
μ

μ
μα α

σ

α
α

β
β)1(

),(
1)( = xx

B

α β

β

),(B

α α

α

α
β β

β

∫

),(B

xf

)(
)()(

+
=

dtttxP
x

0

)1(
)(

)( =

0)999,0(
)(

)( 999,0 =NPDNLN

( )
+

+
=

2
999,0

2 )()999

999

,0(2

)(2

LNN

PDN

( ) ( ) ( )

( )

2

2
999,0

2

999,0
22

999,0
22

)()999,0(2

)()()()999,0(4),0()(

+

+
+

LNN
LNPDNLNNNPDN

)

( ) ( ) ( )

( )

2

2
999,0

2

999,0
212

999,0
22

)()999,0(2

)()()()999,0(4)999,0()(

+

+

LNN

LNPDNLNNNPDN

�

α

α

α

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ ρ

ρρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

≤ ≥

–

–

–
–

–

–

–

–

–

–

– )1( μ–

–

–

–

–

–

–
–

–

21
1 ρ

ρ

ρ

–
–

>

–1 –1

Γ Γ

β β)(Γ

Γ

α
α

β )( +Γ
Γ

–

––

–

–

–

–

–1

–1

–1

)(2 PDN–

–

–1

–1

–1

–1

( + 2
999,0

2 )()999,0(2 LNN –1

–1 –1

–1

–1

–1 –1

–1 –1

–1 –1 –1 –1 –1

–1–1

–1 –1

–1

1 ρ
ρ

ρ

=ρ

–

–

–

( )
( (

(
(

(
(

) )
)

)
)

)
(

(

( (
)

)

)

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( )

)

(

(

)

)

     

 

(21)

W wyniku dalszych przekształceń uzyskujemy rozwiązanie powyższej równości o postaci:
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Tak jak we wcześniejszym przypadku – szacowania korelacji na podstawie relacji pomiędzy 
wartością modalną a wartością oczekiwaną – tu również jako wartość korelacji przyjmujemy tę, 
która jest niższa. Przesłanki takiego postępowania są analogiczne do przedstawionych wcześniej.

Warto zaznaczyć, że w powyższej procedurze, polegającej na wyznaczeniu korelacji z wykorzy-
staniem wzoru (21), można zastosować zarówno wartość nieoczekiwanej straty wynikającą z przy-
jętego rozkładu beta, jak również inny rozkład, zwłaszcza empiryczny.

5. Korelacja aktywów ekspozycji detalicznych na przykładzie kredytów 
samochodowych 

Wykorzystane w dalszej części pracy dane służące do oszacowania korelacji obejmują kredyty 
udzielone na zakup pojazdów osobowych w latach 1997–2002, nazywane kredytami samochodo-
wymi. W analizowanym portfelu badaniu poddano tylko te kredyty, które były zaciągnięty przez 
osoby fizyczne na cel niezwiązany z działalnością gospodarczą. Kredyty sprzedawane były na te-
renie całej Polski za pośrednictwem sieci sprzedaży Polskiego Towarzystwa Finansowego SA (da-
lej jako PTF SA). PTF SA w owym czasie miało jedną z największych sieci sprzedaży produktów 
finansowych w kraju i współpracowało z bankami jako pośrednik finansowy. Ponadto jego dzia-
łalność obejmowała zarządzanie ryzykiem kredytowym, które na podstawie umów z bankami było  
w pełni pokrywane z własnych funduszy firmy. PTF SA było więc zobligowane do prowadzenia 
pełnej analitycznej księgowości bankowej. W tym celu stworzyło kompleksowy system rozliczeń 
kredytów, spełniający wszelkie normy stawiane systemom bankowym. PTF SA stało się w krótkim 
czasie dysponentem zbioru danych o kredytach detalicznych mających w szczytowym momencie 
wartość ponad 2 mld zł, liczącego ponad 100 tys. rekordów.

Pomimo tak obszernego zbioru danych pojawiły się problemy ze zgromadzeniem wystarcza-
jącej liczby obserwacji umożliwiającej oszacowanie empirycznego rozkładu prawdopodobieństwa 
niewypłacalności, koniecznego do zweryfikowania wartości korelacji aktywów klientów. Przyczy-
ną tych problemów był stosunkowo krótki okres obserwacji prowadzonych na dość dużym port-
felu. Dane obejmowały bowiem stany sald wraz z liczbą dni zaległości za lata 2000–2002. Dlatego  
w celu uzyskania jak największej liczby oszacowań PD portfel podzielono na subportfele ze wzglę-
du na miesiąc uruchomienia środków z kredytu. Dwunastomiesięczny horyzont analizy PD, wy-
nikający z Nowej Umowy Kredytowej, spowodował, że trzyletni okres obserwacji nawet na tak 
licznym portfelu okazał się niewystarczający. Dlatego ostatecznie w badaniu zostały uwzględnio-
ne dane pogrupowane ze względu na miesiąc uruchomienia kredytu z zachowaniem dwunasto-
miesięcznego  horyzontu obserwacji PD. Konieczność pozyskania jak największej liczby obserwacji 
PD sprawiła, że przy zachowaniu dwunastomiesięcznego okna obserwacji PD zagęszczeniu zosta-
ły poddane okresy badania PD. Aby oddać istotę wprowadzonej modyfikacji, rozważmy przykład 
portfela kredytów udzielonych w styczniu 2000 r. By ocenić prawdopodobieństwo niewypłacal-
ności ex post, należy odnieść liczbę kredytów uznanych za niewypłacalne w styczniu 2001 r. do 
liczby kredytów w styczniu 2000 r. Następnie trzeba przeprowadzić analogiczne postępowanie dla 
kolejnych lat. Istotą wprowadzonej modyfikacji było analizowanie w drugim roku portfela nie po 
12, lecz po ośmiu miesiącach z zachowaniem dwunastomiesięcznego horyzontu. Takie podejście 
sprawia, że kolejne obserwowane okresy „zachodzą” na siebie o cztery miesiące i nie są w pełni 
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niezależne. Dzięki temu rozwiązaniu trzyletni okres obserwacji pozwala na oszacowanie czterech 
zamiast trzech wskaźników PD. Tego rodzaju transformacje są wykorzystywane przez bankow-
ców jako alternatywa wobec analizy danych pochodzących z wielu lat. Zagęszczając okres anali-
zy, można minimalizować wpływ koniunktury gospodarczej na prawdopodobieństwa niewypła-
calności, jak również wpływ zmian wewnętrznej polityki banku na jakość portfela kredytowego.

Dzięki opisanej powyżej procedurze otrzymano 80 oszacowań PD, których rozkład przedsta-
wiono na wykresie 8. Oprócz empirycznego rozkładu strat na portfelu kredytów detalicznych za-
prezentowano funkcję gęstości rozkładu strat Vasicka, której korelacja została wyznaczona na pod-
stawie wartości modalnej oraz wartości oczekiwanej. Linią ciągłą oznaczono funkcję gęstości beta, 
która okazała się smuklejsza niż opisana powyżej funkcja Vasicka. Ponadto wyznaczona została ko-
lejna funkcja gęstości reprezentowana przez linię kropkowaną oznaczoną symbolem L(0,9). Jest to 
typowa funkcja gęstości Vasicka z tą różnicą, że jej korelacja została oszacowana na podstawie em-
pirycznie zaobserwowanej nieoczekiwanej straty na poziomie p = 0,9 z wykorzystaniem wzoru (9). 

Na wykresie 9 na tle danych empirycznych zaprezentowano wyznaczone dystrybuanty rozkła-
dów. Uzyskane wyniki pozwalają stwierdzić wysokie podobieństwo uzyskanych dystrybuant. Najlep-
sze dopasowanie do danych empirycznych wykazuje tu zdecydowanie dystrybuanta rozkładu beta.

Tabela 3 przedstawia wyniki ukazujące szacunki współczynnika korelacji dokonane na tym sa-
mym portfelu według trzech różnych podejść. Według pierwszego z nich korelacja została wyzna-
czona na podstawie wzoru (15), wykorzystującego relację pomiędzy wartością oczekiwaną praw-
dopodobieństwa niewypłacalności a wartością modalną. Wartość tej korelacji wyniosła 2,79%.  
W kolejnym oszacowaniu, na poziomie 1,15%, zastosowano wzór (21), przez wyznaczenie na pod-
stawie empirycznej dystrybuanty wartości strat, której prawdopodobieństwo przekroczenia jest nie 
większe niż 10%. Ostatni z uzyskanych szacunków wyniósł 1,45% i do jego wyznaczenia również 
użyto wzoru (21), jednak tym razem wartość strat odpowiadająca 99. centylowi została wyznaczo-
na za pomocą rozkładu beta, którego parametry oszacowano na podstawie danych empirycznych.

Otrzymane wyniki różnią się nieznacznie między sobą i wskazują w każdym przypadku na sto-
sunkowo niski poziom korelacji aktywów klientów detalicznych. Są więc zbieżne z wynikami uzy-
skanymi przez innych badaczy, którzy prowadząc badania w ramach kredytów detalicznych, uzyskali 
wyniki również w przedziale od 1% do 6%. Warto tu wspomnieć o wynikach opublikowanych przez  
Magalhãesa, Terrę  i Nevesa (2009), którzy w zależności od zawodu osoby kredytowanej uzyskali sza-
cunki korelacji na poziomie 2–5%. Duchemin, Laurnet oraz Schmit (2003) dla należności leasingowych 
oszacowali korelacje w przedziale od 0,5% do 3,12%. Rösch oraz Scheule (2004) uzyskali szacunki ko-
relacji aktywów dla kart kredytowych na poziomie zaledwie 0,66%. Z kolei Crook i Bellotti (2009) rów-
nież dla kart kredytowych uzyskali korelację na poziomie 0,39%. Według wyników opublikowanych 
przez Hansena i in. (2008) korelacja aktywów kredytobiorców detalicznych wyniosła 1,39%. Badania 
przeprowadzone przez Bothę i van Vuurena (2009) wykazały korelacje aktywów kredytobiorców deta-
licznych na poziomie od 2% do 3%, natomiast w przypadku kart kredytowych w przedziale 1,5–2%. 

6. Wnioski

Wyniki przeprowadzonego badania wskazują na występowanie dość niskiego współczynnika ko-
relacji aktywów i potwierdzają przyjętą we wstępie hipotezę. Są też zbieżne z wynikami badań  
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przeprowadzonych w innych krajach, w których również zaobserwowano niski poziom korelacji 
aktywów dla należności z sektora consumer finance. Otrzymane szacunki wskazują jednoznacznie 
na niższy poziom realnej korelacji niż rekomendowany w ramach Nowej Umowy Kapitałowej. Na-
leży jednak podkreślić, że różnice te nie są na tyle duże, aby mogły istotnie zmienić wartość wy-
mogów kapitałowych wyznaczanych w celu pokrycia potencjalnych strat banków. Co więcej, przy-
jęcie wyższego poziomu korelacji wpływa na podwyższenie oszacowania nieoczekiwanych strat i 
prowadzi do podniesienia wymogów kapitałowych. Komitet Bazylejski, przyjmując wyższe wskaź-
nik korelacji, w istocie zwiększył więc bezpieczeństwo sektora bankowego. Na korzyść przyjęcia 
podwyższonego poziomu korelacji przemawia również fakt, że korelacja ta nie jest bezpośrednio 
obserwowalna, w związku z czym zachodzi niebezpieczeństwo jej niedoszacowania. Przywołane 
w artykule metody szacowania budzą wiele kontrowersji, szczególnie dotyczących pozyskiwania 
danych. Krótkie okresy obserwacji nie pozwalają na wiarygodne szacunki ze względu na zbyt wy-
soki błąd estymacji. Zbyt długie okresy powodują, ż pozyskane dane są wrażliwe na zmiany ko-
niunktury gospodarczej, a także na zmiany wewnętrznych reguł udzielania kredytów przez bank.  
Ostatecznie przyjęcie założenia co do stabilności parametrów rozkładu strat na portfelu w bada-
nym okresie może być dyskusyjne.

Uzyskane wyniki nie pozostawiają wątpliwości co do konieczności prowadzenia dalszych ba-
dań w tym obszarze. Już dziś można stwierdzić, że dzięki rzetelnej analizie korelacji aktywów kre-
dytobiorców banki działające w sektorze consumer finance mogą nie tylko uzyskać bardziej trafne 
prognozy ryzyka, ale przede wszystkim obniżyć wymogi kapitałowe. To ostatnie jest szczególnie 
istotne dla banków ze względu na możliwość poczynienia znacznych oszczędności przy jednocze-
snym zachowaniu poziomu bezpieczeństwa rekomendowanego przez Komitet Bazylejski.
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Aneks 

Wykres 1
Graficzna prezentacja  wyznaczenia wartości indeksu ryzyka przez funkcję odwrotną dystrybuanty 
rozkładu statystycznego

Wykres 2
Graficzna prezentacja koncepcji wyznaczania straty nieoczekiwanej
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Wykres 3
Rozkłady strat na portfelu przy różnych poziomach PD

Wykres 4
Poziomy strat na portfelu dla różnych wartości PD oraz wybranych centyli rozkładu
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Wykres 5
Prezentacja funkcji określającej korelację według założeń Nowej Umowy Kapitałowej

Wykres 6
Graficzna prezentacja równania (14), w którym miejsce zerowe odpowiada korelacji w modelu Mertona
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Wykres 7
Prezentacja równania (14) przy różnych wartościach modalnej

Wykres 8
Rozkład strat na portfelu kredytów samochodowych
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Wykres 9
Dystrybuanty rozkładów strat na portfelu kredytów samochodowych
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Tabela 1
Poziomy strat portfela dla różnych wartości PD oraz wybranych centyli (w %)

Centyl  
rozkładu

Strata na portfelu

PD = 3% PD = 5% PD = 7% PD = 10%

0,999 8,9 13,3 17,3 22,8

0,990 7,0 10,7 14,2 19,0

0,950 5,5 8,7 11,7 15,9

0,900 4,9 7,7 10,5 14,5

0,700 3,7 6,0 8,3 11,7

Tabela 2
Uzyskane szacunki korelacji oraz nieoczekiwanych strat na portfelu (w %)

Wartość modalna PD ρ L0,999

6,60 6,8 0,7 10,7

5,85 6,8 3,2 17,1

5,00 6,8 6,1 22,6

3,50 6,8 11,2 31,5

Tabela 3
Wartości korelacji aktywów wg wybranych metod (w %)

Sposób szacowania korelacji Korelacja

Według relacji modalnej i wartości oczekiwanej – wzór (12) 2,79

Według empirycznej wartości straty (p = 0,9) – wzór (22) 1,15

Według wartości straty z rozkładu beta (p = 0,99) – wzór (22) 1,45



P. Siarka102

Estimation of asset correlation of retail exposures based on car 
loans in Poland

Abstract
The article refers to the problem of credit risk analysis in the retail portfolio. This paper 
describes in detail the model adopted by the Basel Committee, which was proposed by Vasicek. 
In accordance with the recommendations of the Basel Committee on Banking Supervision, 
this is the basic methodology for estimating credit risk. The purpose of this article is to verify 
the assumptions made by the Basel Committee on asset correlation. The paper presents results 
of research conducted on the basis of a portfolio of car loans granted to individuals.

Based on the results of research, reference was made to formulated by other scientists 
hypothesis that the Basel Committee adopted an excessively high level of correlation of assets 
for retail exposures. The results obtained on the basis of empirical data indicate a significantly 
lower correlation of assets in the population than is indicated in the formula contained in the 
New Basel Capital Accord. Hence it should be considered in the context of the results that 
adopted by the Basel Committee approach is essentially quite conservative, which in many 
cases can result in over-estimate the level of losses.

Keywords:  credit risk, asset correlation, probability of default


