
67BANK I  KREDYT listopad–grudzieƒ 2006 Rynki i Instytucje Finansowe

Streszczenie
W artykule podj´to prób´ nieparametrycznej estymacji rozk∏adu

prawdopodobieƒstwa stóp odzysku (ang. recovery rates, RR) dla

ekspozycji kredytowych banku wobec d∏u˝ników, którzy stali si´

niewyp∏acalni. Opisane algorytmy pozwalajà na pokonanie pro-

blemu ograniczonej dost´pnoÊci danych o stopach odzysku ob-

serwowanych w przesz∏oÊci. W analizach zgodnych z za∏o˝enia-

mi procesów Markowa wykorzystywane sà natomiast informacje

o kwotach zwindykowanych od d∏u˝ników w stosunkowo krót-

kim okresie.

Metody zaprezentowane na gruncie teoretycznym zastosowano

do badania rozk∏adów stóp odzysku dla czterech ró˝nych portfe-

li kredytowych. Uzyskane rozk∏ady charakteryzujà si´ bimodal-

noÊcià, przy czym najwy˝sze prawdopodobieƒstwa zaobserwo-

wano dla bardzo niskich bàdê stosunkowo wysokich stóp odzy-

sku. Rezultaty te dobrze wpisujà si´ w wyniki badaƒ innych au-

torów sugerujàce, ˝e wykorzystywanie rozk∏adu beta do modelo-

wania rozk∏adu prawdopodobieƒstwa stóp odzysku, choç cz´sto

praktykowane, nale˝y uznaç za nie w pe∏ni uzasadnione.

S∏owa kluczowe: stopa odzysku, strata w momencie niewyp∏a-

calnoÊci, LGD, ryzyko kredytowe

Abstract
The following article presents an approach to non-parametrical

estimation of recovery rate’s (RR) probability distribution for

credit exposures to defaulted obligors. The described algorithms

allow to deal with the obstacle of limited available data about past

recovery rates. The analyses based on Markov process

assumptions make use of information about amounts recovered

from defaulted obligors in relatively short time.

The methods presented in the theoretical section are then

implemented in order to analyze probability distributions of

recovery rates in four different credit portfolios. The obtained

probability distributions are bimodal as the highest probabilities

have been observed for very low or relatively high recovery rates.

The results are in accordance with ones presented by other

authors and suggest that the common practice of implementing

beta distribution to models of recovery rates should be regarded

as not fully justified.
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1. Wprowadzenie

Zarzàdzanie ryzykiem kredytowym w banku odbywa
si´ na dwóch poziomach. Mo˝e byç ono prowadzone
z perspektywy poszczególnych ekspozycji kredyto-
wych bàdê te˝ w odniesieniu do portfeli kredyto-
wych. W drugim przypadku szczególnie pomocne
okazujà si´ metody iloÊciowe, pozwalajàce na szaco-
wanie wielkoÊci ryzyka kredytowego poprzez okreÊle-
nie wartoÊci strat oczekiwanych, strat nieoczekiwa-
nych, kredytowej wartoÊci zagro˝onej (ang. Credit Va-
lue at Risk, CVaR), wymogów kapita∏owych oraz
wskaêników z rodziny RAROC. Szacowanie poziomu
portfelowego ryzyka kredytowego wymaga okreÊlenia
parametrów ryzyka, do których nale˝y zaliczyç
przede wszystkim:

– prawdopodobieƒstwo niewyp∏acalnoÊci (ang.
probability of default, PD), a wi´c prawdopodobieƒ-
stwo, ˝e w konkretnym okresie d∏u˝nik znajdzie si´
w stanie niewyp∏acalnoÊci,

– stop´ odzysku (ang. recovery rate, RR), czyli ilo-
raz wartoÊci kwoty zwindykowanej (sp∏aconej)
do wartoÊci niewyp∏acalnej ekspozycji kredytowej
w momencie wystàpienia niewyp∏acalnoÊci d∏u˝nika;
dla porzàdku dodajmy, ˝e niekiedy przy budowie mo-
deli kredytowych nie u˝ywa si´ terminu stopa odzy-
sku (RR), lecz poj´cie strata w momencie niewyp∏a-
calnoÊci (ang. loss given default, LGD); wspomniane
parametry ryzyka ∏àczy, rzecz jasna, nast´pujàca za-
le˝noÊç: LGD = 1 – RR. 

W naszym artykule skoncentrujemy si´ na anali-
zie jednego z parametrów ryzyka kredytowego, a mia-
nowicie stopy odzysku (RR) dla portfeli kredytowych
banku. Nie ograniczymy si´ przy tym do estymacji
wartoÊci oczekiwanej stopy odzysku czy jej odchyle-
nia standardowego dla zadanego portfela kredytowe-
go, ale wykorzystujàc techniki nieparametryczne,
zbudujemy funkcj´ g´stoÊci rozk∏adu prawdopodo-
bieƒstwa stopy odzysku. 

Analiza stóp odzysku rodzi wiele trudnoÊci zwià-
zanych z wymogami odnoÊnie do danych wyjÊcio-
wych oraz brakiem jednolitych standardów rynko-
wych w zakresie pomiaru stóp odzysku. W praktyce
mo˝na si´ spotkaç z traktowaniem stopy odzysku ja-
ko sta∏ej wartoÊci, a nie zmiennej losowej, mogàcej
przyjmowaç ró˝ne wartoÊci z ró˝nym prawdopodo-
bieƒstwem. PodejÊcie takie, choç wykorzystywane
jest mi´dzy innymi w modelu CreditRisk+ zapropo-
nowanym przez Credit Suisse Financial Products,
mo˝e prowadziç do niedoszacowania poziomu ryzy-
ka kredytowego, a w szczególnoÊci do zani˝enia kapi-
ta∏u ekonomicznego pozwalajàcego pokryç straty nie-
oczekiwane. Na zagro˝enia tego rodzaju wskazujà
m.in. Hagmann, Renault i Scaillet (2005, s. 341–342),
a tak˝e Chabaane, Laurent i Salomon (2005,
s. 278–279) oraz Frye (2000, s. 13). Dlatego sposób

modelowania, zak∏adajàcy sta∏à wartoÊç stopy odzy-
sku, jest zast´powany podejÊciem traktujàcym stop´
odzysku jako zmiennà losowà o rozk∏adzie beta.
Do modeli ryzyka kredytowego wykorzystujàcych te-
go rodzaju za∏o˝enie mo˝na zaliczyç m.in. CreditMe-
trics, CreditPortfolioManager oraz CreditPortfolio-
View (Altman, Resti, Sironi 2005, s. 45–46). 

W artykule zwracamy uwag´ na fakt, ˝e rozk∏ad
beta nie zawsze daje dobre przybli˝enie rozk∏adu
prawdopodobieƒstwa stóp odzysku. Mo˝na si´ bo-
wiem spotkaç z sytuacjà, ˝e stopy odzysku majà roz-
k∏ad, którego istotnà cechà jest bimodalnoÊç, czyli
wyst´powanie dwóch optimów lokalnych funkcji g´-
stoÊci. Rezultaty badaƒ wskazujàce na t´ w∏asnoÊç
rozk∏adu stóp odzysku zaprezentowali mi´dzy inny-
mi: Hagmann, Renault i Scaillet (2005, s. 334–338),
Querci (2005, s. 11–12), Schuermann (2005,
s. 14–15), Dermine i Neto de Carvalho (2005, s. 110)
oraz Araten, Jacobs Jr. i Varshney (2004, s. 31). Auto-
rzy ci w swoich analizach pos∏ugiwali si´ jednak sto-
sunkowo licznymi próbami obrazujàcymi faktycznie
zaobserwowane stopy odzysku z niewyp∏acalnych
ekspozycji kredytowych. W naszym artykule przed-
stawiamy natomiast podejÊcie bazujàce na ∏aƒcu-
chach Markowa, umo˝liwiajàce oszacowanie rozk∏a-
du stopy odzysku na podstawie krótkich szeregów
czasowych i niepe∏nej informacji w odniesieniu
do wszystkich zwindykowanych kwot dla poszcze-
gólnych ekspozycji kredytowych w ca∏ym okresie ich
pozostawania w stanie niewyp∏acalnoÊci. Innymi s∏o-
wy, oprzemy si´ na informacjach o kwotach zwindy-
kowanych jedynie w pewnym podokresie pozostawa-
nia ekspozycji w stanie niewyp∏acalnoÊci i na tej pod-
stawie b´dziemy estymowaç sp∏aty w okresach nie-
opisanych przez dost´pne dane. Zaproponowanie al-
gorytmu nieparametrycznej estymacji rozk∏adu stóp
odzysku przy ograniczonej dost´pnoÊci danych histo-
rycznych jest drugim celem pracy, oprócz zwrócenia
uwagi na bimodalny charakter interesujàcego nas roz-
k∏adu. W analizie empirycznej wykorzystane zostanà
dane dotyczàce niewyp∏acalnych ekspozycji kredyto-
wych jednego z du˝ych banków dzia∏ajàcych w Polsce.

Poza wprowadzeniem i podsumowaniem artyku∏
zawiera trzy zasadnicze cz´Êci. W rozdziale 2. zosta-
nà przedstawione podstawowe zagadnienia zwiàzane
ze stopami odzysku, w tym przede wszystkim metody
ich pomiaru, co pozwoli usytuowaç nasze rozumowa-
nie i wykorzystane przez nas algorytmy obliczeniowe
w istniejàcym dorobku nauk finansowych. W tej cz´-
Êci artyku∏u postaramy si´ ponadto przedstawiç uzy-
skane przez innych autorów wyniki badaƒ empirycz-
nych nad rozk∏adami stóp odzysku. Szczególnà uwa-
g´ zwrócimy na fakt, ˝e badania te niejednokrotnie
wskazywa∏y na bimodalnoÊç jako na cech´ charakte-
rystycznà rozk∏adu stóp odzysku w analizowanych
portfelach.
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W rozdziale 3. artyku∏u zaprezentujemy wyko-
rzystywanà przez nas technik´ estymacji rozk∏adu
prawdopodobieƒstwa stóp odzysku. Pos∏u˝enie si´ in-
nymi metodami, standardowo spotykanymi w literatu-
rze przedmiotu, nie jest w polskich warunkach mo˝li-
we ze wzgl´du na brak odpowiednio d∏ugich szeregów
danych historycznych. Oprócz algorytmu, stanowià-
cego podstaw´ tworzenia próby do analizy, przedsta-
wimy tak˝e metod´ nieparametrycznej estymacji roz-
k∏adu prawdopodobieƒstwa zaproponowanà przez
Chena (2000, s. 75) i rozwini´tà przez Hagmanna, Re-
naulta i Scailleta (2005, s. 324–325). Wspomnianà me-
tod´ zastosowaliÊmy w naszych badaniach.

W kolejnej cz´Êci tekstu, tj. w rozdziale 4., omó-
wimy wyniki przeprowadzonych przez nas badaƒ
empirycznych dotyczàcych stóp odzysku dla kredy-
tów bankowych w Polsce. Spróbujemy wykazaç, ˝e
otrzymane przez nas rezultaty sà zgodne z wynikami
badaƒ przedstawionymi w zagranicznej literaturze
przedmiotu, które zdajà si´ sugerowaç, ˝e rozk∏ad
stóp odzysku jest doÊç trudny do modelowania i nie
daje si´ przybli˝yç rozk∏adem beta.

Ostatni, 5. rozdzia∏ zawiera podsumowanie naj-
wa˝niejszych ustaleƒ.

2. Rozk∏ady stóp odzysku w Êwietle dotychcza-
sowych badaƒ empirycznych

Przez poj´cie odzysku rozumiemy t´ cz´Êç wartoÊci
ekspozycji w momencie niewyp∏acalnoÊci, którà uda-
je si´ zwindykowaç od niewyp∏acalnego d∏u˝nika.
Warto podkreÊliç, ˝e samo poj´cie odzysku nie ozna-
cza w tym przypadku jedynie przep∏ywów pieni´˝-
nych na rzecz kredytodawcy z tytu∏u realizacji zabez-
pieczeƒ kredytu. Odzysk obejmuje bowiem równie˝
dobrowolne sp∏aty prowizji, odsetek i kapita∏u doko-
nane przez d∏u˝nika ju˝ po zaistnieniu niewyp∏acal-
noÊci. Kalkulujàc stop´ odzysku, w zasadzie powinno
si´ pomniejszaç tak wyznaczone przep∏ywy pieni´˝-
ne na rzecz kredytodawcy o poniesione koszty z tytu-
∏u windykacji, w tym koszty prawne, a tak˝e koszty
administracyjnej obs∏ugi niewyp∏acalnej ekspozycji
kredytowej. W bankach precyzyjna kalkulacja i aloka-
cja wspominanych kosztów do poszczególnych eks-
pozycji kredytowych sà z regu∏y utrudnione. Dlatego
cz´sto mo˝na si´ spotkaç z badaniami pomijajàcymi
kwesti´ poniesionych kosztów procesu windykacji.
Przyk∏ady takiego podejÊcia odnajdujemy w pracach:
Carty i Liebermana (1996, s. 6), a tak˝e Dermi-
ne’a i Neto de Carvalho (2005, s. 107–108) oraz Arate-
na, Jacobsa Jr. i Varshneya (2004, s. 29). Ponadto, jak
podkreÊla Querci (2005, s. 3), koszty windykacji nie
zosta∏y uwzgl´dnione równie˝ w badaniach, jakie
przeprowadzi∏ w 2001 r. bank centralny W∏och, po-
niewa˝ nie wszyscy respondenci (banki dzia∏ajàce we

W∏oszech) byli w stanie przypisaç koszty do poszcze-
gólnych niewyp∏acalnych ekspozycji kredytowych.
Równie˝ w naszym badaniu wykorzystamy podejÊcie
wy∏àczajàce koszty windykacji z analizy stóp odzy-
sku. Takie uproszczenie nie powinno prowadziç
do istotnego zniekszta∏cenia wyników, gdy˝ – jak
podkreÊlajà Araten, Jacobs Jr. i Varshney (2004, s. 29)
– uwzgl´dnienie kosztów skutkuje przeci´tnie spad-
kiem Êredniej stopy odzysku o zaledwie jeden punkt
procentowy. 

Dodajmy ponadto, ˝e wszystkie zarejestrowane
sp∏aty b´dà dyskontowane na moment zaistnienia
niewyp∏acalnoÊci. Potrzeba odrzucenia podejÊcia
ksi´gowego (nieuwzgl´dniajàcego dyskontowania)
na rzecz podejÊcia ekonomicznego (uwzgl´dniajàcego
zmiany pieniàdza w czasie) wydaje si´ oczywista i tak
te˝ jest traktowana w literaturze przedmiotu. Ze
wszystkich znanych nam badaƒ jedynie Araten, Ja-
cobs Jr. i Varshney (2004, s. 28–35) przedstawili wy-
niki analiz stóp odzysku bez dyskontowania wartoÊci
nominalnych przep∏ywów pieni´˝nych, ale i tak
uczynili to jedynie w celach porównawczych, gdy˝
równolegle przeprowadzili analiz´ uwzgl´dniajàcà
zmian´ wartoÊci pieniàdza w czasie.

WartoÊç stopy odzysku dla pojedynczej ekspozy-
cji kredytowej zale˝y od wielu czynników, wÊród któ-
rych do najistotniejszych zalicza si´ mi´dzy innymi:
rodzaj i wartoÊç ustanowionego zabezpieczenia, sto-
pieƒ podporzàdkowania zobowiàzania w strukturze
pasywów d∏u˝nika, rodzaj instrumentu finansowego
kreujàcego zobowiàzanie, kondycj´ gospodarki, typ
d∏u˝nika (klient detaliczny lub korporacyjny) oraz
charakter dzia∏alnoÊci gospodarczej d∏u˝nika (Schu-
ermann 2005, s. 4–5). Cz´Êç czynników, o których
wspomniano powy˝ej, wykorzystaliÊmy w naszym
badaniu do wyodr´bnienia portfeli kredytowych. Wy-
ró˝niliÊmy przy tym: 

– portfele wg zasady produktowej, tj. portfele
ekspozycji wobec podobnych typów d∏u˝ników i po-
wstajàce przy u˝yciu zbli˝onych technik kredytowa-
nia. Wyró˝nienie tych portfeli jest zgodne z linià po-
dzia∏u przyj´tà w banku, którego ekspozycje kredyto-
we poddane zosta∏y analizie.

– portfele wg kryterium bran˝owego, tj. portfele
ekspozycji wobec podmiotów gospodarczych dzia∏a-
jàcych w tej samej lub podobnej bran˝y.

Istnieje wiele metod szacowania stopy odzysku,
jednak nie wszystkie podejÊcia majà jednakowe ob-
szary zastosowania. W szczególnoÊci wyst´pujà inne
metody ustalania stopy odzysku dla d∏u˝nych papie-
rów wartoÊciowych, np. obligacji wprowadzonych
do obrotu rynkowego, a inne dla instrumentów niece-
chujàcych si´ wysokà p∏ynnoÊcià, np. kredytów ban-
kowych. Mimo to wszystkie techniki wyznaczania
stóp odzysku mo˝na sklasyfikowaç, jak proponuje
Schuermann (2005, s. 6–8), w nast´pujàcy sposób:
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• Kalkulacja stopy odzysku na podstawie ryn-
kowej ceny instrumentu w momencie zaistnienia nie-
wyp∏acalnoÊci d∏u˝nika lub po up∏ywie pewnego
krótkiego czasu1. Zaletà tej techniki jest brak koniecz-
noÊci rejestrowania i dyskontowania przep∏ywów pie-
ni´˝nych z niewyp∏acalnego instrumentu, poniewa˝
sà one odzwierciedlone w jego cenie rynkowej. 

• Estymacja stóp odzysku na podstawie anali-
zy ró˝nic wysokoÊci stóp dochodu obligacji skarbo-
wych i obligacji komercyjnych, przy za∏o˝eniu wyp∏a-
calnoÊci emitentów obydwu instrumentów. Nadwy˝-
ka oferowanej stopy dochodu obligacji komercyjnych
ponad stop´ „wolnà od ryzyka” odzwierciedla poziom
ryzyka niewyp∏acalnoÊci, ryzyka windykacji i ryzyka
p∏ynnoÊci. W zwiàzku z tym oszacowanie cz´Êci nad-
wy˝ki, jaka wynika z wyst´powania ryzyka windyka-
cji, jest podstawà wyznaczenia stopy odzysku.

• Szacowanie stóp odzysku na podstawie ana-
lizy zdyskontowanych przep∏ywów pieni´˝nych, któ-
re zosta∏y zaobserwowane ju˝ po wystàpieniu niewy-
p∏acalnoÊci d∏u˝ników.

W prezentowanym artykule, jak ju˝ wspomnieli-
Êmy, do analizy stóp odzysku wykorzystamy ostatnie
z zaprezentowanych podejÊç. Pos∏u˝enie si´ jednym
z dwóch pierwszych sposobów jest w zasadzie nie-
mo˝liwe w polskich warunkach, poniewa˝ nie istnie-
jà wystarczajàco p∏ynne rynki, na których by∏yby no-
towane d∏ugoterminowe instrumenty d∏u˝ne. Nale˝y
podkreÊliç, ˝e estymacja rozk∏adu stóp odzysku
w drodze analizy zdyskontowanych przep∏ywów pie-
ni´˝nych równie˝ nie jest ∏atwe. Jak bowiem wiado-
mo, proces windykacji nale˝nych kwot od niewyp∏a-
calnych kredytobiorców jest z regu∏y d∏ugotrwa∏y, co
oznacza, ˝e dla uzyskania próby rzeczywistych stóp
odzysku nale˝a∏oby dysponowaç bazà danych opisu-
jàcà stosunkowo d∏ugi okres historyczny. Skal´ tych
trudnoÊci obrazujà wyniki badaƒ Querci (2005,
s. 4–5). Wynika z nich, ˝e windykacja kredytów ban-
kowych mo˝e trwaç nawet ponad 20 lat, a przeci´tnie
jedna czwarta wszystkich procesów windykacyjnych
nie koƒczy si´ przed up∏ywem 5 lat od momentu za-
istnienia niewyp∏acalnoÊci d∏u˝nika. Dlatego w tym
artykule postaramy si´ wykorzystaç technik´ pozwa-
lajàcà rozwiàzaç problem niedost´pnoÊci danych
w odniesieniu do wieloletnich procesów windykacyj-
nych. Opierajàc modelowanie na procesach Markowa
i sp∏atach zaobserwowanych w stosunkowo krótkim
okresie, wyznaczymy mo˝liwe Êcie˝ki windykacji dla
kredytów. Cz´stotliwoÊç wyst´powania poszczegól-
nych Êcie˝ek b´dzie przy tym wynikaç z przesuni´ç
ekspozycji w obr´bie tych fragmentów Êcie˝ek, które
zosta∏y ju˝ zaobserwowane. Szczegó∏y konstrukcji
modelu opiszemy w kolejnym rozdziale artyku∏u.

Jak wspomnieliÊmy we wprowadzeniu, jednym
z dwóch celów prezentowanego artyku∏u jest estyma-
cja rozk∏adu prawdopodobieƒstwa stóp odzysku i we-
ryfikacja zasadnoÊci wykorzystania rozk∏adu beta
do jego modelowania. Dotychczasowe badania prze-
prowadzone przez innych autorów sugerujà, ˝e nie
zawsze rzeczywisty rozk∏ad prawdopodobieƒstwa
stopy odzysku mo˝na przybli˝yç jednym z powszech-
nie wykorzystywanych rozk∏adów teoretycznych.
Przyk∏adowo Hagmann, Renault i Scaillet (2005,
s. 334–338) podczas analizy rozk∏adów stóp odzysku
na podstawie cen niewyp∏acalnych obligacji amery-
kaƒskich przedsi´biorstw dla ró˝nych sektorów go-
spodarki w latach 1981–1999 zauwa˝ajà, ˝e rozk∏ady
te sà cz´sto bimodalne, przy czym mody wyst´pujà
w bardzo ró˝nych punktach okreÊlonoÊci rozk∏adu,
m.in. dla oko∏o 55% i 85% czy dla oko∏o 20% i 35%.
W niektórych przypadkach potwierdza si´ nawet
obecnoÊç wi´cej ni˝ dwóch mód. Zdaniem tych auto-
rów zaobserwowane cechy rozk∏adów empirycznych
podwa˝ajà zasadnoÊç stosowania rozk∏adu beta
do modelowania stóp odzysku. Wykazujà oni, ˝e kre-
dytowa wartoÊç zagro˝ona (CVaR) jest istotnie wy˝-
sza, gdy podczas jej wyznaczania wykorzystuje si´
rozk∏ad empiryczny, a nie rozk∏ad beta.

BimodalnoÊç rozk∏adu stóp odzysku szacowa-
nych na podstawie cen niewyp∏acalnych obligacji
amerykaƒskich przedsi´biorstw w latach 1970–2003
zauwa˝a równie˝ Schuermann (2005, s. 14–15).
Stwierdza on, ˝e jedna z mód wyst´puje zwykle
w przedziale 20–30%, a druga 70–80%, przy czym mo-
da pojawiajàca si´ z lewej strony okreÊlonoÊci rozk∏a-
du jest zwykle wy˝sza. Autor podkreÊla równie˝, ˝e ze
wzgl´du na bimodalnoÊç rozk∏adu decyzje inwesty-
cyjne opierajàce si´ jedynie na analizie Êrednich stóp
odzysku mogà byç obarczone znacznym b∏´dem. 

Rozk∏ady stóp odzysku z niewyp∏acalnych kredy-
tów we w∏oskim systemie bankowym zbadali z kolei
Grippa, Iannotti i Leandri (2005, s. 132). Autorzy ci
równie˝ zaobserwowali bimodalnoÊç rozk∏adu stóp
odzysku, jednak nie wyst´powa∏a ona dla wszystkich
typów analizowanych ekspozycji kredytowych.
W przypadku dobrze zabezpieczonych kredytów wy-
raênie widaç dwie mody – jednà w okolicach 20–30%,
a drugà na prawym koƒcu przedzia∏u okreÊlonoÊci
rozk∏adu stóp odzysku. Grippa, Iannotti i Leandri
(2005), jak te˝ wspomniani poprzednio Hagmann, Re-
nault i Scaillet (2005) oraz Schuermann (2005) w pro-
cesie estymacji rozk∏adów stóp odzysku nie pos∏u˝yli
si´ histogramami, ale estymatorami ciàg∏ymi, które zo-
stanà wykorzystane równie˝ w naszym opracowaniu. 

Rozk∏ad stóp odzysku z kredytów udzielonych
tylko przez jeden bank analizowali natomiast Querci
(2005) oraz Dermine’a i Neto de Carvalho (2005),
a tak˝e Araten, Jacobs Jr. i Varshney (2004). Choç au-
torzy ci pos∏ugujà si´ danymi z ró˝nych rynków, we

1 Przyk∏adowo Moody’s zwyk∏ wyliczaç stop´ odzysku dla obligacji jako

cen´ obligacji w miesiàc po wystàpieniu niewyp∏acalnoÊci, odniesionà do

wartoÊci nominalnej tej obligacji.
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wszystkich przypadkach ich badania wskazujà, ˝e ce-
chà rozk∏adów stóp odzysku jest bimodalnoÊç.

Wykorzystujàc informacje za lata 1980–2004
w odniesieniu do kredytów udzielonych przez jeden
z w∏oskich banków, Querci (2005, s. 11–12) podzieli-
∏a analizowane ekspozycje na portfele wed∏ug ró˝-
nych kryteriów. W ka˝dym przypadku rozk∏ady stóp
odzysku dla wyró˝nionych portfeli by∏y bimodalne,
przy czym mody pojawia∏y si´, jak w wielu innych
badaniach, na skrajach przedzia∏u okreÊlonoÊci, tj.
dla stóp odzysku wynoszàcych od 0 do 10% oraz
od 90 do 100%. 

Do bardzo podobnych konkluzji w sprawie bimo-
dalnoÊci rozk∏adu stóp odzysku doszli Dermine i Ne-
to de Carvalho (2005, s. 110). Pos∏u˝yli si´ danymi
dostarczonymi przez najwi´kszy prywatny bank por-
tugalski, Banco Comercial Português. Autorzy ci za-
uwa˝ajà ponadto, ˝e Êrednia wysokoÊç kwot windy-
kowanych od niewyp∏acalnych d∏u˝ników w ka˝dym
kolejnym miesiàcu po wystàpieniu niewyp∏acalnoÊci
jest coraz ni˝sza i w zasadzie spada do zera po oko-
∏o 50 miesiàcach. Nie jest wi´c istotnym b∏´dem ogra-
niczenie analizy procesów windykacyjnych do okre-
Êlonej odgórnie liczby kolejnych miesi´cy pozostawa-
nia d∏u˝nika w stanie niewyp∏acalnoÊci.

Araten, Jacobs Jr. i Varshney (2004, s. 31) analizo-
wali skutecznoÊç windykacji w amerykaƒskim banku
JPMorgan Chase w latach 1982–2002 i równie˝ w tym
przypadku zaobserwowane zosta∏y mody wyst´pujà-
ce w okolicach 0% i 100%. Na uwag´ zas∏uguje po-
nadto fakt, ˝e w tym badaniu stopy odzysku dla po-
szczególnych ekspozycji przekracza∏y niekiedy war-
toÊç 100%. Podobne zjawisko obserwujemy w pra-
cach Schuermanna (2005, s. 14–15), który zbudowa∏
estymatory rozk∏adu stóp odzysku oparte na prze-
dziale 0–130%, oraz Laurent i Schmita (2005, s. 315),
którzy zaobserwowali przypadki stóp odzysku prze-
wy˝szajàcych wartoÊç 100% nawet o kilkaset punk-
tów procentowych. Wyst´powanie stóp odzysku prze-
kraczajàcych 100% jest wi´c mo˝liwe nie tylko teore-
tycznie i wynika chocia˝by z faktu, ˝e pewna cz´Êç
d∏u˝ników, poczàtkowo niewyp∏acalnych, powraca
do dobrej kondycji ekonomicznej i jest w stanie sp∏a-
ciç nie tylko zobowiàzania kapita∏owe, ale tak˝e do-
datkowe odsetki naros∏e przez okres pozostawania
w stanie niewyp∏acalnoÊci. 

Dodajmy, ˝e wspomniane badania Laurent
i Schmita (2005) po raz kolejny potwierdzajà bimo-
dalnoÊç rozk∏adu prawdopodobieƒstwa stóp odzy-
sku. Autorzy ci, opierajàc si´ na danych
z lat 1988–2003, analizujà zdyskontowane przep∏y-
wy pieni´˝ne od niewyp∏acalnych klientów du˝ego
europejskiego przedsi´biorstwa leasingowego i suge-
rujà wyst´powanie jednej mody dla stopy odzysku
zbli˝onej do 0%, a drugiej dla stopy odzysku oko-
∏o 100%.

Oprócz omawianych powy˝ej prac, znanych nam
z orygina∏u, w literaturze przedmiotu spotkaliÊmy si´
równie˝ z powo∏ywaniem na nast´pujàcych autorów,
którzy potwierdzili bimodalnoÊç rozk∏adów stóp od-
zysku w swoich badaniach empirycznych: Felsovalyi
i Hurt (1998, s. 41–46; analiza stóp odzysku dla ryn-
ków Ameryki ¸aciƒskiej), Asarnow i Edwards (1995,
s. 11–23; badanie dotyczàce kredytów udzielonych
przez Citibank) oraz Bosworth i Eales (1998, s. 58–65;
analiza stóp odzysku w bankowoÊci australijskiej).

Dla uzyskania pe∏nego obrazu wyników badaƒ
empirycznych referowanych w literaturze przedmio-
tu nale˝y zaznaczyç, ˝e mo˝na w niej równie˝ spo-
tkaç wyniki badaƒ podwa˝ajàcych twierdzenie o bi-
modalnoÊci rozk∏adu prawdopodobieƒstwa stóp od-
zysku, choç równoczeÊnie niekoniecznie potwierdza-
jàce tez´ o podobieƒstwie tego rozk∏adu do rozk∏adu
beta. Rezultaty o takim charakterze przedstawili: Hu
i Perraudin (2002, s. 22), Carty, Gates i Gupton (1996,
s. 8–9), a tak˝e Maclachlan (2005, s. 301). Badania
tych autorów dotyczy∏y ró˝nych rynków i zosta∏y wy-
konane przy u˝yciu odmiennych metodologii. Hu
i Perraudin (2002) oraz Carty, Gates i Gupton (1996)
analizowali ceny niewyp∏acalnych instrumentów
na rynku amerykaƒskim. Maclachlan (2005) zweryfi-
kowa∏ natomiast rozk∏ad stóp odzysku z ekspozycji
kredytowych jednej australijskiej grupy bankowej
wobec niewyp∏acalnych d∏u˝ników. Nale˝y jednak
zaznaczyç, ˝e tylko dla jednego portfela kredytowego
analizowanego przez tego ostatniego autora uda∏o si´
zgromadziç stosunkowo licznà prób´ sum zdyskonto-
wanych przep∏ywów pieni´˝nych zrealizowanych
w trakcie procesu windykacji (174 obserwacje). Roz-
k∏ad stopy odzysku w tej próbie odznacza si´ jednà
modà umiejscowionà w okolicach wartoÊci stopy od-
zysku wynoszàcej 0,9.

3. Zasady estymacji rozk∏adu stopy odzysku 
w oparciu o ∏aƒcuch Markowa

3.1. Podstawowe w∏asnoÊci ∏aƒcuchów Markowa wp∏ywa-
jàce na proces estymacji

Jak nadmieniliÊmy, w naszym badaniu nie mo˝emy
oprzeç si´ na danych historycznych opisujàcych
skoƒczone procesy windykacji dla okreÊlonych eks-
pozycji kredytowych. Procesy te trwajà zwykle kil-
ka, a niekiedy nawet kilkanaÊcie lat, podczas gdy
dost´pne nam dane opisujà okres oko∏o dwóch lat.
Innymi s∏owy dla ka˝dej ekspozycji, która w anali-
zowanym przez nas okresie znalaz∏a si´ w stanie
niewyp∏acalnoÊci, mo˝emy wyznaczyç jedynie
cz´Êç sp∏at. Tymczasem zdyskontowana suma
wszystkich sp∏at dokonanych w pe∏nym procesie
windykacji pozostaje nieznana, poniewa˝ obejmuje
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tak˝e te sp∏aty, które dopiero nastàpià i nie sà opi-
sane przez dane historyczne. Dlatego w naszej ana-
lizie poczynimy za∏o˝enia charakterystyczne dla
∏aƒcuchów Markowa.

Jak wiadomo, ciàg zmiennych losowych
o wartoÊciach w przeliczalnym zbiorze S (przestrzeni
stanów) nazywamy ∏aƒcuchem Markowa wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla ka˝dego i ka˝-
dego ciàgu spe∏niona jest poni˝sza równoÊç (Jaku-
bowski, Sztencel 2004, s. 264):

(1)

jeÊli tylko 

¸aƒcuch Markowa wyró˝nia si´ pewnà liczbà do-
puszczalnych stanów oraz regu∏ami przechodzenia
pomi´dzy nimi. Nale˝y zwróciç uwag´, ˝e w przy-
padku ∏aƒcuchów Markowa szansa znalezienia si´
w danym stanie w chwili t zale˝y tylko i wy∏àcznie
od tego, w jakim stanie znajdowaliÊmy si´ w chwili 
t – 1, oraz od regu∏ przechodzenia, okreÊlajàcych spo-
sób zachowania si´ rozk∏adu w momencie zmiany
stanu. Nie jest istotne to, ile ró˝nych stanów wystàpi-
∏o w poprzedzajàcych okresach. Innymi s∏owy mo˝-
na stwierdziç, ˝e w przypadku ∏aƒcuchów Markowa
mamy do czynienia z „zapominaniem o przesz∏oÊci”,
a przysz∏oÊç zale˝y jedynie od teraêniejszoÊci. W ce-
lu wykorzystania ∏aƒcucha Markowa do modelowa-
nia procesów konieczne jest zatem ustalenie stanu
wyjÊciowego oraz regu∏ przechodzenia do kolejnych
stanów. Stan poczàtkowy odgrywa istotnà rol´, gdy˝
okreÊla mo˝liwoÊci znalezienia si´ w poszczególnych
stanach w nast´pnych okresach. PodkreÊlmy ponadto,
˝e regu∏y zmiany stanów z okresu na okres zawierajà
w sobie element stochastyczny. Sposób zmiany stanu
nie jest zatem pewny, lecz jest zmiennà losowà z zada-
nym rozk∏adem prawdopodobieƒstwa. Spróbujemy te-
raz zobrazowaç, w jaki sposób w∏asnoÊci ∏aƒcuchów
Markowa zastosowane zostanà w naszej analizie.

3.2. Przygotowanie danych do analizy

Estymacja rozk∏adu stopy odzysku zostanie dokona-
na na podstawie danych historycznych odzwiercie-
dlajàcych zarejestrowane comiesi´czne sp∏aty zad∏u-
˝enia dla ró˝nych ekspozycji kredytowych, dla któ-
rych na ka˝dy moment by∏y znane: liczba dni przeter-
minowania w sp∏acie oraz wartoÊç zad∏u˝enia kapita-
∏owego wobec banku. Na szczególnà uwag´ zas∏uguje
sposób konstrukcji próby stanowiàcej punkt wyjÊcia
do analizy. Próba ta jest de facto zbiorem miesi´cz-
nych zmian sytuacji, w jakich znajdowa∏y si´ ekspo-
zycje kredytowe. Ka˝da zmiana wià˝e si´ przy tym z:
zmianà zad∏u˝enia kapita∏owego, zmianà liczby dni

przeterminowania w sp∏acie oraz ze sp∏atà zad∏u˝enia
dokonanà w ciàgu miesiàca. UÊciÊlajàc, ka˝dy spo-
Êród obiektów z próby opisywany jest przez wektor
w pi´ciowymiarowej przestrzeni:

(2)

gdzie:
Yi – wektor opisujàcy i-tà zmian´ sytuacji w cià-

gu miesiàca,
CIi – wartoÊç zad∏u˝enia kapita∏owego ekspozycji

przed zaistnieniem i-tej zmiany,
CEi – wartoÊç zad∏u˝enia kapita∏owego ekspozy-

cji po zaistnieniu i-tej zmiany,
KIi – klasa ryzyka ekspozycji przed zaistnieniem

i-tej zmiany,
KEi – klasa ryzyka ekspozycji po zaistnieniu i-tej

zmiany,
Pi – sp∏ata zad∏u˝enia w ramach ekspozycji, któ-

ra dokonana zosta∏a w trakcie i-tej zmiany.
Klas´ ryzyka KIi okreÊla nast´pujàca formu∏a

(w analogiczny sposób definiuje si´ koƒcowà klas´
ryzyka KEi ):

(3)

Powy˝szy sposób uj´cia klas ryzyka oznacza, ˝e
zbiór ich wartoÊci zawiera si´ w zbiorze liczb natural-
nych. Ponadto wszystkie klasy poza pierwszà sà zwià-
zane z 30-dniowymi przedzia∏ami dni przetermino-
wania w sp∏acie: <1;30>, <31;60>; <61;90> itd.
Numer klasy ryzyka wskazuje bezpoÊrednio na wyst´-
powanie bàdê niewyst´powanie stanu niewyp∏acal-
noÊci w danym momencie. Na potrzeby naszego ba-
dania przyj´liÊmy bowiem, ˝e niewyp∏acalnoÊç b´-
dzie rozumiana jako wyst´powanie opóênienia
w sp∏acie kapita∏u lub odsetek przekraczajàcego 90
dni. Oznacza to, ˝e wszystkie klasy ryzyka od piàtej
wzwy˝ sà klasami niewyp∏acalnoÊci. Dodajmy, ˝e wy-
korzystywana przez nas definicja niewyp∏acalnoÊci
zawiera w sobie zasadnicze i zarazem jedyne iloÊcio-
we kryterium niewyp∏acalnoÊci rekomendowane
przez Komitet Bazylejski w Nowej Umowie Kapita∏o-
wej (Basel Committee on Banking Supervision 2004,
art. 452). Ponadto, jak podkreÊlajà Araten, Jacobs Jr.
i Varshney (2004, s. 29), przekroczenie granicy 90 dni
opóênienia w sp∏acie jest równie˝ podstawowym wy-
znacznikiem niewyp∏acalnoÊci uwzgl´dnianym
w bankowoÊci amerykaƒskiej.

Nale˝y podkreÊliç, ˝e ka˝da ekspozycja kredyto-
wa sklasyfikowana jako niewyp∏acalna na poczàtku
któregokolwiek z miesi´cy, dla których dost´pne sà
dane historyczne, dostarcza zwykle wielu obserwacji
do próby Yi wykorzystywanej w procesie estymacji.
Przyk∏adowo, je˝eli dla ekspozycji na poczàtku
pierwszego miesiàca raportowano niewyp∏acalnoÊç
i przez trzy pierwsze miesiàce odnotowywane by∏y

KIi = Int DIi −1( ) / 30[ ] + 2

Yi = CIi ,CEi ,KIi ,KEi ,Pi( )

P Xt−1 = st−1,....,X1 = s1,X0 = s0( ) 〉 0

P Xt = st Xn−1 = st−1,....,X1 = s1,X0 = s0( ) = P Xt = st Xt−1 = st−1( )

so, s1,...., st ∈ St ∈ N

Xt( )t= 0
∞
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sp∏aty, a w trakcie czwartego kolejnego miesiàca za-
koƒczy∏ si´ proces windykacji, to w próbie Yi pojawià
si´ z tego tytu∏u cztery zmiany sytuacji ekspozycji. Je-
˝eli natomiast ekspozycja znalaz∏a si´ w stanie nie-
wyp∏acalnoÊci dopiero na poczàtku ostatniego mie-
siàca, dla którego dost´pne sà dane historyczne, to
wygeneruje ona tylko jednà zmian´ sytuacji uwzgl´d-
nionà w naszej próbie.

Jak ∏atwo zauwa˝yç, informacje pochodzàce
z próby Yi pozwalajà na wyznaczenie dla poszczegól-
nych obserwacji stóp miesi´cznej sp∏aty, a tak˝e stóp
miesi´cznej zmiany zad∏u˝enia. Stopa miesi´cznej
sp∏aty jest przy tym definiowana jako iloraz wartoÊci
kwoty zwindykowanej (sp∏aconej) w ciàgu miesiàca
dla danej ekspozycji kredytowej do wartoÊci zad∏u˝e-
nia kapita∏owego tej ekspozycji na poczàtku miesiàca.
Stopa miesi´cznej zmiany zad∏u˝enia jest z kolei ilora-
zem wartoÊci zad∏u˝enia kapita∏owego na koƒcu mie-
siàca do wartoÊci zad∏u˝enia kapita∏owego na poczàt-
ku miesiàca dla danej ekspozycji. Nie ma bezpoÊred-
niego prze∏o˝enia wartoÊci stopy miesi´cznej sp∏aty
na wartoÊç stopy miesi´cznej zmiany zad∏u˝enia, po-
niewa˝ sp∏aty obejmujà wszystkie windykowane kwo-
ty, w tym miedzy innymi odsetki i prowizje, a zmia-
na zad∏u˝enia dotyczy tylko zad∏u˝enia kapita∏owego. 

Zarejestrowane stopy miesi´cznej sp∏aty oraz sto-
py miesi´cznej zmiany zad∏u˝enia okazujà si´ przy-
datne podczas estymacji rozk∏adu stóp odzysku
na podstawie ∏aƒcucha Markowa. Aby próba zawiera-
∏a informacje na temat stóp miesi´cznej sp∏aty i stóp
miesi´cznej zmiany zad∏u˝enia, modyfikuje si´ zbiór
Yi, zast´pujàc go zbiorem wektorów Xi, które definiu-
je si´ nast´pujàco:

(4)

gdzie: 
– stopa miesi´cznej zmiany zad∏u-

˝enia dla zarejestrowanej i-tej zmiany sytuacji,
– stopa miesi´cznej sp∏aty dla zare-

jestrowanej i-tej zmiany sytuacji.
Tak przygotowana próba jest punktem wyjÊcia

do estymacji rozk∏adu prawdopodobieƒstwa stóp od-
zysku zgodnie z ∏aƒcuchem Markowa. Próba ta obej-
muje wszystkie zmiany sytuacji ekspozycji, które
na poczàtku danego miesi´cznego okresu zmiany lub
kiedykolwiek wczeÊniej zosta∏y sklasyfikowane jako
niewyp∏acalne.

3.3. Proces generowania stóp odzysku do analizy rozk∏adu

Zak∏adamy, ˝e teoretyczna ekspozycja kredytowa
e przesz∏a w∏aÊnie w stan niewyp∏acalnoÊci i znajdu-
je si´ w momencie t = 0. W ka˝dym kolejnym mo-
mencie t ekspozycja ta mo˝e przyjmowaç jednà spo-
Êród S klas ryzyka (stanów). Jak ju˝ wspomniano, kla-

sy te okreÊliliÊmy jako przedzia∏y liczby dni przeter-
minowania sp∏aty. Ze wzgl´du na to, ˝e zmiany sta-
nów teoretycznej ekspozycji opisuje proces Markowa,
przejÊcia (migracje) tej ekspozycji w okresie od t do
t+1 zale˝à wy∏àcznie od klasy ryzyka ekspozycji
w momencie t. Prawdopodobieƒstwa migracji ekspo-
zycji mi´dzy klasami z okresu na okres zale˝à nato-
miast od tego, jak cz´sto nast´pujà poszczególne histo-
ryczne zmiany klas w próbie b´dàcej podstawà do es-
tymacji. 

Ostatecznie estymacja ca∏kowitej stopy odzysku
opiera si´ na symulacyjnym badaniu zmian klas teo-
retycznej ekspozycji kredytowej e w ciàgu nast´pujà-
cych po sobie okresów miesi´cznych (od t = 0 do
t = 1, od t = 1 do t = 2 itd.). Dla teoretycznej ekspo-
zycji kredytowej e wyznaczona zostaje losowo Êcie˝-
ka migracji, stanowiàca ciàg klas ryzyka, w których
b´dzie si´ znajdowaç ta ekspozycja w kolejnych mo-
mentach w przysz∏oÊci a˝ do zakoƒczenia procesu
windykacji. Poniewa˝ do poszczególnych wylosowa-
nych zmian klas przypisane sà stopy miesi´cznej
sp∏aty oraz stopy miesi´cznej zmiany zad∏u˝enia,
wraz ze Êcie˝kà klas ryzyka budowany jest ciàg mie-
si´cznych sp∏at, które po zdyskontowaniu na moment
t = 0 i zsumowaniu dajà miar´ skutecznoÊci windy-
kacji. Procedura ta prowadzi do wyznaczenia stopy
odzysku w pojedynczym powtórzeniu symulacji, a jej
wielokrotne powtórzenie (np. 10 000 razy) przynosi
rezultat w postaci zbudowania próby, na podstawie
której b´dzie szacowany rozk∏ad prawdopodobieƒ-
stwa stopy odzysku dla teoretycznej ekspozycji, która
dopiero co znalaz∏a si´ w stanie niewyp∏acalnoÊci,
czyli w piàtej klasie ryzyka. 

Precyzujàc, ka˝de z n powtórzeƒ symulacji prowa-
dzi do uzyskania stopy odzysku RRm (m = 1, 2, 3,…, n),
i opiera si´ na poni˝szym algorytmie:

1. Zak∏adamy, ˝e teoretyczna ekspozycja kredyto-
wa e w momencie t = 0 ma jednostkowà wartoÊç za-
d∏u˝enia kapita∏owego ( ) i znalaz∏a si´ w sta-
nie niewyp∏acalnoÊci, czyli w piàtej klasie ryzyka
( ).

2. Symulacja Êcie˝ki migracji dla teoretycznej
ekspozycji e odbywa si´ do momentu, gdy ca∏e zad∏u-
˝enie ekspozycji e zostanie sp∏acone lub umorzone
( ) bàdê gdy ekspozycja e osiàgnie tzw. pierwszà
nieuwzgl´dnianà klas´ ryzyka KL (tj. gdy ).
Pierwsza nieuwzgl´dniana klasa ryzyka ma z regu∏y
bardzo wysoki numer i ustala si´ jà arbitralnie. Jest to
zwykle taka klasa, ˝e zarówno dla niej, jak i dla kolej-
nych klas oczekiwane miesi´czne stopy sp∏aty sà ze-
rowe lub bardzo niskie. Pierwszà nieuwzgl´dnianà
klas´ ryzyka wybiera si´ równie˝ na podstawie anali-
zy liczby obiektów z zadanà poczàtkowà klasà ryzyka
w próbie Xi. Gdy liczba ta jest niska, a klasa zawiera
raportowane zmiany sytuacji z ponadnormatywnie
du˝ymi stopami miesi´cznej sp∏aty, to istnieje ryzyko,

kit = KL

cit = 0

kit= 0 = 5

cit= 0 =1

Ri = Pi /CIi

Ci = CEi /CIi

Xi = CIi ,Ci ,KIi ,KEi ,Ri( )
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˝e w∏àczenie tej klasy do analizy zniekszta∏ci rezulta-
ty symulacji. Wówczas klasa ta powinna zostaç
pierwszà nieuwzgl´dnianà klasà ryzyka – KL.

3. OkreÊlenie migracji ekspozycji e w pojedyn-
czym miesiàcu od momentu t do momentu t + 1 od-
bywa si´ w drodze wylosowania jednej zmiany sytu-
acji e’ z próby Xi. ÂciÊlej rzecz ujmujàc, zmiana e’ jest
losowana spoÊród takich zmian raportowanych
w próbie Xi, ˝e poczàtkowa klasa ryzyka Kli dla zmia-
ny by∏a taka sama jak klasa ryzyka kii teoretycznej
ekspozycji e na t-tym etapie Êcie˝ki windykacji. Wylo-
sowana zmiana sytuacji e’ determinuje sposób migra-
cji teoretycznej ekspozycji e oraz stop´ miesi´cznej
sp∏aty dla ekspozycji e w okresie od t do t + 1. Inny-
mi s∏owy, je˝eli wylosowanej zmianie sytuacji e’ od-
powiada wektor , to przyjmu-
je si´, ˝e zad∏u˝enie kapita∏owe ekspozycji e zmieni
si´ Ck razy ( ), ekspozycja ta przesunie si´
do klasy ryzyka KEk ( ), a sp∏ata zad∏u-
˝enia dla ekspozycji e w okresie od t do t + 1 wynie-
sie: .

4. Zauwa˝my, ˝e w próbie Xi znajdujà si´ zmiany
stanów z takà samà poczàtkowà klasà i podobnymi
stopami miesi´cznej sp∏aty Ci. Niemniej znaczenie
ekonomiczne tych obiektów mo˝e byç zdecydowanie
inne, poniewa˝ sp∏aty ró˝ni∏y si´ od siebie pod wzgl´-
dem wartoÊci. Innà wag´ dla wierzyciela ma sp∏ata
w wysokoÊci 1 mln z∏ dokonana przez d∏u˝nika, któ-
ry by∏ winien 10 mln z∏, a inne znaczenie ma sp∏ata
w wysokoÊci 1 z∏ dokonana przez d∏u˝nika, którego
zad∏u˝enie wynosi∏o tylko 10 z∏. Dlatego w literaturze
przedmiotu z regu∏y wyznacza si´ stop´ odzysku wa-
˝onà wartoÊcià zaanga˝owania. W zwiàzku z tym
do algorytmu symulacyjnego wprowadzamy nast´pu-
jàcà uwag´: podczas losowania zmiany e’ prawdopo-
dobieƒstwa wylosowania poszczególnych obiektów
Xi z tà samà klasa ryzyka KIi nie sà takie same, lecz
wprost proporcjonalne do wielkoÊci zad∏u˝enia kapi-
ta∏owego CIi dla tych obiektów z próby. Za∏ó˝my np.,
˝e obiekty Xj i X`k majà takà samà poczàtkowà klas´
ryzyka co teoretyczna ekspozycja e w momencie t
( ), ale saldo zad∏u˝enia kapita∏owego CIj

jest dwa razy wi´ksze od salda zad∏u˝enia kapita∏o-
wego CIk . Prawdopodobieƒstwo wyloso-
wania obiektu Xj jest wówczas dwa razy wi´ksze
od prawdopodobieƒstwa wylosowania obiektu Xk.
Podsumowujàc, prawdopodobieƒstwo wylosowania
obiektu Xi  z klasà ryzyka KIi = d wyznaczane jest we-
d∏ug poni˝szej formu∏y:

(5)

5. Losowo wygenerowane sp∏aty dla teoretycznej
ekspozycji e w trakcie Êcie˝ki jej windykacji sà dys-
kontowane na moment t = 0 i nast´pnie sumowane:

(6)

gdzie: 
SS – suma zdyskontowanych sp∏at dla teoretycz-

nej ekspozycji e,
r – roczna stopa procentowa wykorzystywa-

na do dyskontowania,
T – moment, w którym zgodnie z zasadami przed-

stawionymi w pkt 2. zakoƒczy∏a si´ Êcie˝ka windyka-
cji dla ekspozycji e.

Suma zdyskontowanych sp∏at SS okreÊla ca∏ko-
wità kwot´ zwindykowanà z teoretycznej ekspozycji
e. Bioràc pod uwag´, ˝e wartoÊç zad∏u˝enia kapita∏o-
wego w momencie wystàpienia niewyp∏acalnoÊci by-
∏a równa jednoÊci ( ), suma zdyskontowanych
sp∏at jest równoczeÊnie wartoÊcià stopy odzysku RRm

uzyskanà w m-tym powtórzeniu symulacji.
Ârednia wartoÊç ca∏kowitych stóp odzysku uzy-

skanych w trakcie n powtórzeƒ symulacji jest estymato-
rem wartoÊci oczekiwanej stopy odzysku. Poszczególne
wygenerowane losowo wartoÊci RRm (m = 1, 2, 3,…, n)
sà natomiast podstawà do wyznaczenia estymatora roz-
k∏adu prawdopodobieƒstwa stopy odzysku.

Algorytm symulacyjny opisany w punktach 1–5
odpowiada procesowi Markowa, z tym ˝e migracje
pomi´dzy poszczególnymi stanami zosta∏y okreÊlone
w sposób nieparametryczny, a nie w sposób parame-
tryczny, jak w przypadku klasycznego zastosowania
∏aƒcuchów Markowa do modelowania procesów.
Zbli˝onà nieparametrycznà technik´ modelowania
migracji w ramach procesów Markowa opisali Rajago-
palan i Lall (1999, s. 3089–3101). Autorzy ci wykorzy-
stali jednak nieparametryczny algorytm symulacyjny
do prognozowania pogody na podstawie zaobserwo-
wanych historycznych jednodniowych zmian stanów
pogody.

Na zakoƒczenie prezentacji algorytmu genero-
wania stóp odzysku warto zaznaczyç, ˝e niekiedy
w próbie wykorzystywanej do estymacji mogà si´
znaleêç pozycje, które nie majà zad∏u˝enia kapita-
∏owego, lecz jedynie zad∏u˝enie odsetkowe. W∏à-
czenie takich pozycji do analizy stóp odzysku wià-
˝e si´ jednak z pewnymi niedogodnoÊciami, ponie-
wa˝ nie jest mo˝liwe wyznaczenie dla nich stopy
miesi´cznej sp∏aty oraz stopy miesi´cznej zmiany
zad∏u˝enia. Sposobem na rozwiàzanie tego proble-
mu mo˝e byç usuni´cie z próby Yi obiektów z zero-
wym zad∏u˝eniem kapita∏owym Cli i jednoczesne
rozdzielenie przypadajàcych na nie sp∏at Pi pomi´-
dzy obiekty z tà samà klasà ryzyka KIi, ale majàce
niezerowe zad∏u˝enie kapita∏owe Cli. WielkoÊç ta-
kiej alokacji sp∏at na poszczególne obiekty powin-
na jednak byç wprost proporcjonalna do ich zad∏u-
˝enia kapita∏owego lub do sp∏at dla nich raporto-
wanych.

cit = 0=1

SS =
st , t+1

(1+ r /12)tt= 0

T

∑

P(Xi) =
CIi
CIi

KI i = d

∑

(CI j = 2 ⋅CIk )

KI j = KIk = kit

st, t+1 = cit ⋅ Rk

st, t+1kit+1 = KEk

cit +1= cit ⋅Ck

Xk = CIk ,Ck ,KIk ,KEk ,Rk( )
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3.4. Nieparametryczna estymacja rozk∏adu stóp odzysku

Podstawowe podejÊcie do estymacji rozk∏adu praw-
dopodobieƒstwa zmiennej losowej polega na wy-
znaczeniu parametrów danego rozk∏adu na podsta-
wie próby losowej. W sytuacji, gdy mamy pewnoÊç,
z jakiego typu rozk∏adu pochodzi próba, wykorzy-
stanie estymatora parametrycznego jest jak najbar-
dziej zasadne, gdy˝ wówczas jest on precyzyjny,
a przy jego budowie wymagana jest stosunkowo
niewielka liczba obserwacji. Jak wskazujà Hag-
mann, Renault i Scaillet (2005, s. 344), w przypad-
ku rozk∏adów znacznie odbiegajàcych od znanych
rozk∏adów (np. od rozk∏adów: normalnego, beta lub
gamma) estymacja parametryczna mo˝e jednak pro-
wadziç do du˝ych b∏´dów, co oznacza, ˝e wartoÊci
estymatora funkcji g´stoÊci w punktach mogà
znacznie odbiegaç od wartoÊci rzeczywistych. Dla-
tego te˝ w sytuacji, gdy nie ma pewnoÊci co do po-
staci rozk∏adu, z jakiego pochodzi próba, korzystne
jest szacowanie funkcji g´stoÊci w sposób bezpo-
Êredni, tj. nieparametryczny. Pozwala to nie tylko
na estymacj´ dowolnego rozk∏adu, ale tak˝e na pro-
ste porównanie wykresu estymatora z wykresami
funkcji g´stoÊci rozk∏adów teoretycznych. G∏ównà
zaletà omawianego podejÊcia jest jednak ogranicze-
nie b∏´du estymatora, mierzonego jako sca∏kowany
b∏àd Êredniokwadratowy:

(7)

gdzie: 
f
^

– estymator funkcji g´stoÊci f,
A – obszar, na którym okreÊlona jest estymowa-

na funkcja g´stoÊci, tj. przedzia∏ wartoÊci, jakie mo˝e
przyjmowaç zmienna X.

Najprostszà i najbardziej znanà formà estymacji
nieparametrycznej jest histogram, obrazujàcy cz´-
stoÊç wyst´powania zmiennej losowej z zadanego
przedzia∏u jej wartoÊci. Ze wzgl´du na to, ˝e histo-
gram jest estymatorem nieciàg∏ym, nie mo˝e byç pre-
cyzyjnym sposobem oszacowania funkcji g´stoÊci
stopy odzysku, gdy˝ jest ona zmiennà ciàg∏à. Rozwià-
zaniem problemu nieparametrycznej estymacji roz-
k∏adów ciàg∏ych jest estymator jàdrowy, a tak˝e jego
rozszerzenie – estymator semiparametryczny, czyli
oparty na parametrycznej bazie i nieparametrycznym
czynniku korygujàcym.

3.4.1. Estymator jàdrowy

Estymacja jàdrowa funkcji g´stoÊci zawsze opiera si´
na funkcji jàdra, przez którà rozumie si´ dowolnà
funkcj´ K(z), spe∏niajàcà warunek:

(8)

Najbardziej rozpowszechnionà wersjà estymato-
ra jàdrowego jest estymator bazujàcy na jàdrze gaus-
sowskim, tj. taki, dla którego funkcja K(z) jest funkcjà
g´stoÊci standardowego rozk∏adu normalnego.
W tych warunkach, majàc danà prób´ losowà, Z1, Z2,
..., Zn definiuje si´ estymator jàdrowy oparty na jà-
drze gaussowskim jako (Gajek, Ka∏uszka 2000, s. 98):

(9)

dla zadanej szerokoÊci pasma h, którà ustala si´ zwy-
kle na poziomie minimalizujàcym sca∏kowany b∏àd
Êredniokwadratowy, tj. na poziomie szacowanym
zgodnie z równaniem (Gajek, Ka∏uszka 2000, s. 99):

(10)

gdzie σ – odchylenie standardowe zmiennej, które za-
st´puje si´ wartoÊcià estymatora σ̂ oszacowanà
na podstawie próby. 

Stosowanie estymatora jàdrowego bazujàcego
na jàdrze gaussowskim do szacowania rozk∏adu
prawdopodobieƒstwa stopy odzysku mo˝e prowadziç
do pewnych b∏´dów. Estymator ten mo˝e bowiem
przyjmowaç wartoÊci dodatnie dla ujemnych warto-
Êci stóp odzysku, a zatem ca∏ka z tego estymatora
po obszarze okreÊlonoÊci A nie b´dzie równa jedno-
Êci. Dlatego w przypadku estymacji rozk∏adów stóp
odzysku konieczne jest zastosowanie estymatora jà-
drowego okreÊlonego na przedziale <0, Max> lub
przynajmniej na (0, Max), tj. na przedziale, w którym
zawierajà si´ mo˝liwe realizacje zmiennej losowej, ja-
kà jest stopa odzysku. W tej sytuacji pomocny okazu-
je si´ estymator oparty na jàdrze rozk∏adu beta, które-
go sposób budowy opisali mi´dzy innymi Chen
(2000, s. 75) oraz Hagmann, Renault i Scaillet (2005,
s. 324–325). Wykazuje si´, ˝e dla próby losowej Z1, Z2,
..., Zn estymator oparty na jàdrze rozk∏adu beta jest
okreÊlony w nast´pujàcy sposób:

(11)

Asymetryczne jàdro estymatora f
^

jest funkcjà g´stoÊci rozk∏adu beta, którà opisuje po-
ni˝sza formu∏a:

(12)

gdzie Max oznacza maksymalnà wartoÊç, jakà przyj-
mowaç mo˝e zmienna Z.

Optymalna szerokoÊç pasma h wyliczana jest
w tym przypadku zgodnie z nast´pujàcym algoryt-
mem (Hagmann, Renault i Scaillet 2005, s. 329):
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(13)

3.4.2. Estymator semiparametryczny

Oprócz klasycznej estymacji jàdrowej jako metody
nieparametrycznego szacowania rozk∏adu prawdopo-
dobieƒstwa Hagmann, Renault i Scaillet (2005,
s. 325–326) podajà równie˝ semiparametryczne roz-
szerzenie tego podejÊcia. W skrócie mo˝na stwier-
dziç, ˝e polega ono na estymacji jàdrowej rozk∏adu
przekszta∏conych danych wyjÊciowych, a nast´pnie
wykorzystaniu tego estymatora do korekty funkcji g´-
stoÊci rozk∏adu beta. 

Podstawà do estymacji jest przekszta∏cenie pró-
by, Z1, Z2, ..., Zn w prób´, U1, U2, ..., Un zgodnie z po-
ni˝szym algorytmem:

(14)

gdzie jest dystrybuantà rozk∏adu beta
o parametrach α i β, okreÊlonego na przedziale (0; Max).

WartoÊci estymatorów α̂ i β̂ , parametrów α i β, wy-
znacza si´ na podstawie próby losowej, Z1, Z2, ..., Zn

za pomocà metody najwi´kszej wiarygodnoÊci lub
metody momentów. W drugim przypadku w drodze
przekszta∏ceƒ formu∏ okreÊlajàcych wartoÊç oczeki-
wanà i odchylenie standardowe rozk∏adu beta, otrzy-
mujemy:

(15)

(16)

gdzie μ̂ , σ̂ to estymatory, odpowiednio, wartoÊci ocze-
kiwanej i odchylenia standardowego zmiennej, któ-
rych wartoÊci uzyskano na podstawie próby.

Mo˝na wykazaç, ˝e pomi´dzy estymowanà funk-
cjà g´stoÊci f wyjÊciowej zmiennej Z a funkcjà g´sto-
Êci r przekszta∏conych danych zachodzi nast´pujàcy
zwiàzek:

(17)

gdzie: 
– funkcja g´stoÊci rozk∏adu beta

o parametrach α i β, okreÊlonego na przedziale (0; Max),
r – funkcja g´stoÊci zmiennej ,

która jest estymowana za pomocà estymatora jàdro-
wego funkcji beta.

Równanie (17) implikuje, ˝e w celu estymacji
funkcji g´stoÊci zmiennej Z nale˝y zbudowaç estyma-
tor jàdrowy zmiennej U i otrzymanà funkcj´ prze-
mno˝yç przez funkcj´ g´stoÊci rozk∏adu beta. Estyma-
tor jàdrowy zmiennej U odgrywa wi´c w tym przy-

padku rol´ czynnika korygujàcego wartoÊci estymato-
ra parametrycznego. Ostateczna postaç estymatora se-
miparametrycznego prezentuje si´ w zwiàzku z tym
nast´pujàco: 

(18)

Jak stwierdzajà Hagmann, Renault i Scaillet
(2005, s. 325–328), przewaga estymatora semiparame-
trycznego nad estymatorem jàdrowym rozk∏adu beta
uwidacznia si´ wówczas, gdy estymowany rozk∏ad
choç troch´ zbli˝ony jest do rozk∏adu beta. Przewaga
ta polega g∏ównie na tym, ˝e zwykle sca∏kowany b∏àd
Êredniokwadratowy jest mniejszy dla estymatora se-
miparametrycznego ni˝ dla estymatora jàdrowego.
Wynika to z faktu, ˝e estymator semiparametryczny
opiera si´ na estymacji jàdrowej dla przekszta∏conej
zmiennej, której funkcja g´stoÊci jest najcz´Êciej
mniej zakrzywiona. Wraz ze zmniejszaniem si´ stop-
nia zakrzywienia estymowanej funkcji maleje nato-
miast b∏àd Êredniokwadratowy estymatora jàdrowe-
go. Hagmann, Renault i Scaillet (2005) przedstawiajà
wyniki analizy porównawczej b∏´dów obu estymato-
rów. Wynika z nich, ˝e nawet gdy próba pochodzi∏a
z mieszanki dwóch rozk∏adów beta, sca∏kowany b∏àd
Êredniokwadratowy okazywa∏ si´ nieco ni˝szy dla es-
tymatora semiparametrycznego.

4. Analiza stóp odzysku w warunkach polskich
na podstawie danych empirycznych

Zaprezentowane algorytmy generowania stóp odzy-
sku i estymacji rozk∏adu prawdopodobieƒstwa zo-
stanà wykorzystane w analizie rzeczywistych da-
nych historycznych w odniesieniu do niewyp∏acal-
nych ekspozycji kredytowych. Dzi´ki budowie nie-
parametrycznych estymatorów funkcji g´stoÊci mo˝-
liwe stanie si´ przedstawienie rozk∏adów empirycz-
nych na tle funkcji g´stoÊci rozk∏adu beta i wypo-
wiedzenie si´ w kwestii ewentualnej zasadnoÊci za-
st´powania estymatorów nieparametrycznych lub
semiparametrycznych prostymi estymatorami para-
metrycznymi. 

W analizie empirycznej wykorzystano dane hi-
storyczne o niewyp∏acalnych ekspozycjach kredyto-
wych jednego z wi´kszych banków dzia∏ajàcych
w Polsce. Dane te obejmujà okres od 31 maja 2004
do 30 czerwca 2006 r. Badaniu poddano cztery przy-
k∏adowe portfele kredytowe, przy czym portfele te sà
roz∏àczne. WÊród portfeli tych wyró˝niliÊmy:

a) dwa portfele produktowe (oznaczane dalej
jako G1 i G2), wyodr´bnione na podstawie rodzaju
produktu kredytowego zdefiniowanego przez bank
oraz typu klientów, do których dany produkt zosta∏
skierowany,
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b) dwa portfele bran˝owe (oznaczane dalej jako
G3 i G4), wyró˝nione na podstawie bran˝y, w jakiej
funkcjonuje podmiot gospodarczy, b´dàcy d∏u˝ni-
kiem banku.

WyjÊciowe próby wektorów Xi dla poszczególnych
portfeli, obejmujàce zaobserwowane zmiany sytuacji
niewyp∏acalnych ekspozycji, sk∏ada∏y si´ z na st´pujà-
cej liczby obserwacji:
oraz .

Dla wszystkich portfeli kredytowych wygenero-
wane zosta∏y próby stóp odzysku wed∏ug regu∏ odpo-
wiadajàcych ∏aƒcuchom Markowa i algorytmowi
przedstawionemu w trzecim rozdziale artyku∏u. Ka˝-

dorazowo wykonano n = 10 000 powtórzeƒ symula-
cyjnych, zak∏adajàc, ˝e pierwszà nieuwzgl´dnianà
klasà ryzyka jest klasa o numerze 61 (KL = 61). Dla
portfeli produktowych do dyskontowania wykorzysta-
no Êrednie stopy oprocentowania niewyp∏acalnych
ekspozycji uwzgl´dnionych w próbie Xi , dla portfeli
bran˝owych zastosowano zaÊ stop´ równà 10%. Pod-
sumowujàc, stopy u˝yte do dyskontowania wynoszà
odpowiednio: oraz

.

Uzyskane Êrednie wartoÊci i odchylenia standar-
dowe stóp odzysku (RR) zosta∏y przedstawione w ta-
beli 1. Na uwag´ zas∏ugujà stosunkowo wysokie war-
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G1 G2 G3 G4

Ârednia RR 0,728 0,316 0,604 0,537

Odchylenie standardowe RR 0,358 0,325 0,347 0,360

Tabela 1 . Ârednie stopy odzysku i odchylenia standardowe stóp odzysku uzyskane podczas
symulacji dla poszczególnych portfeli kredytowych
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toÊci odchyleƒ standardowych dla stóp odzysku
w portfelach. WartoÊci te sà zgodne z wynikami wi´k-
szoÊci badaƒ stóp odzysku, które przeprowadzili inni
autorzy na podstawie znacznie pe∏niejszych informa-
cji. WartoÊci odchyleƒ standardowych rz´du 0,3
czy 0,4 otrzymali mi´dzy innymi: Friedman i Sandow
(2005, s. 356–357), Frye (2000, s. 10–11), Querci
(2005, s. 5–8), Carty i Lieberman (1996, s. 8), Araten,
Jacobs Jr. i Varshney (2004, s. 30–34), Grunert i Weber
(2005, s. 17) oraz Keisman i Van de Castle (1999,
s. 30–32). Trudno natomiast porównywaç uzyskane
przez nas wartoÊci Êrednich stóp odzysku z rezultata-
mi innych autorów, nie uwzgl´dniajàc ró˝nic w spo-
sobie definiowania portfeli.

Na podstawie wygenerowanych prób stóp odzy-
sku zbudowaliÊmy estymatory funkcji g´stoÊci roz-
k∏adu prawdopodobieƒstwa stopy odzysku dla po-
szczególnych portfeli. Ka˝dorazowo wyznaczyliÊmy
estymator semiparametryczny oraz estymator para-
metryczny rozk∏adu beta, którego parametry oszaco-
waliÊmy metodà momentów. Estymatory te przedsta-
wiliÊmy na wykresach od 1 do 4. Na osiach odci´tych
uj´to wartoÊç stopy odzysku, a na osiach rz´dnych
wartoÊci estymatorów funkcji g´stoÊci dla rozk∏adu
prawdopodobieƒstwa stopy odzysku w poszczegól-
nych portfelach. Dla portfela G1 zbudowaliÊmy do-
datkowo estymator jàdrowy oparty na jàdrze gaus-
sowskim, aby wykazaç, ˝e jego stosowanie nie jest za-
lecane w przypadku niesymetrycznych rozk∏adów
okreÊlonych na podzbiorze zbioru liczb rzeczywi-
stych (por. wykres 1). Z jednej strony bowiem estyma-
tor jàdrowy opierajàcy si´ na jadrze gaussowskim za-
ni˝a wartoÊci funkcji g´stoÊci dla stóp odzysku wi´k-
szych od zera, a z drugiej strony przyjmuje wartoÊci
wi´ksze od zera na obszarze, na którym estymowa-
na funkcja nie jest okreÊlona (RR<0). 

Analiza postaci oszacowanych estymatorów se-
miparametrycznych przedstawionych na wykresach
od 1 do 4 sugeruje, ˝e w odniesieniu do badanych
portfeli kredytowych rozk∏ady stóp odzysku majà
charakter bimodalny. Oznacza to, ˝e obserwuje si´
dwa optima lokalne funkcji g´stoÊci, a stopy odzysku
wyst´pujà z najwy˝szymi cz´stoÊciami dla dwóch
stosunkowo wàskich przedzia∏ów. Jedna moda poja-
wia si´ zwykle dla stóp odzysku w grani-
cach 90–110%, druga zaÊ w 0–20%. Oznacza to, ˝e
w przypadku analizowanych portfeli bank powinien
si´ spodziewaç odzyskania albo bardzo du˝ych, albo
bardzo ma∏ych kwot w stosunku do wartoÊci nale˝no-
Êci w momencie powstania niewyp∏acalnoÊci. Otrzy-
mane rezultaty sà zgodne z wynikami omówionych
w 2. rozdziale badaƒ rozk∏adu stóp odzysku na in-
nych rynkach. Na uwag´ zas∏uguje zw∏aszcza podo-
bieƒstwo do wyników uzyskanych przez Querci
(2005, s. 11–12) oraz Laurent i Schmita (2005, s. 315),
a tak˝e Dermine i Neto de Carvalho (2005, s. 110) oraz

Aratena, Jacobsa Jr. i Varshneya (2004, s. 31). Autorzy
ci estymowali rozk∏ady stóp odzysku na podstawie
danych tylko jednego wierzyciela i w drodze analizy
przep∏ywów pieni´˝nych (a nie na podstawie cen in-
strumentów na rynku), czyli w sposób podobny
do prezentowanego w naszym artykule. Zasadnicza
ró˝nica pomi´dzy naszym badaniem a badaniami wy-
mienionymi powy˝ej polega natomiast na tym, ˝e
skorzystaliÊmy z próby stóp odzysku wygenerowanej
na podstawie niepe∏nej informacji o procesach win-
dykacyjnych, podczas gdy inni autorzy u˝ywali da-
nych o rzeczywistych zaobserwowanych stopach od-
zysku. Pomimo tej istotnej ró˝nicy metodologicznej
ostateczne wyniki dociekaƒ okazujà si´ podobne. 

Rezultaty tylko cz´Êciowo zgodne z uzyskanymi
w polskich warunkach przedstawiajà natomiast:
Schuermann (2005, s. 14–15), Grippa, Iannotti i Lean-
dri (2005, s. 132), a tak˝e Hagmann, Renault i Scaillet
(2005, s. 334–338). Wyniki analiz tych autorów wska-
zujà wprawdzie, jak pami´tamy, na bimodalnoÊç roz-
k∏adu prawdopodobieƒstwa stóp odzysku, lecz rów-
noczeÊnie sugerujà, ˝e mody pojawiaç si´ mogà
w ró˝nych przedzia∏ach okreÊlonoÊci rozk∏adu, tj.
niekoniecznie na jego skrajach. Nale˝y jednak zazna-
czyç, ˝e badania wspomnianych autorów obejmujà
znacznie szerszà grup´ ekspozycji (dotyczà nale˝no-
Êci ró˝nych podmiotów), a dodatkowo analizy Schu-
ermanna (2005) oraz Hagmanna, Renaulta i Scaillet
(2005) opierajà si´ na pomiarze stóp odzysku na pod-
stawie rynkowych cen niewyp∏acalnych instrumen-
tów, a nie rzeczywistych zrealizowanych przep∏ywów
pieni´˝nych.

Wyniki badaƒ prezentowane w literaturze przed-
miotu wskazujà, ˝e w przypadku analizy zdyskonto-
wanych przep∏ywów pieni´˝nych od niewyp∏acal-
nych d∏u˝ników tylko jednego wierzyciela istnieje
tendencja do pojawiania si´ w rozk∏adzie prawdopo-
dobieƒstwa stóp odzysku bimodalnoÊci o pewnej cha-
rakterystycznej strukturze. Napotkanym przez nas
odst´pstwem od tej regu∏y sà jedynie dociekania Mac-
lachlana (2005, s. 301), który przedstawi∏ histogram
stóp odzysku charakteryzujàcy si´ tylko jednà modà
dla stopy odzysku wynoszàcej oko∏o 90%.

Stopy odzysku wi´ksze od jednoÊci wyst´pujà
naszym badaniu z niezerowym prawdopodobieƒ-
stwem. W przypadku portfeli G1, G3 i  G4 rozk∏ad zo-
sta∏ oparty na przedziale od 0 do 160%, a dla portfela
G2 – na przedziale od 0% do 140%. Pojawianie si´
stóp odzysku przekraczajàcych 100% wynika g∏ównie
z faktu, ˝e suma zdyskontowanych sp∏at obejmuje
mi´dzy innymi odsetki i prowizje, ale odnoszona jest
do wartoÊci zad∏u˝enia kapita∏owego na moment nie-
wyp∏acalnoÊci. Jak podkreÊlono wczeÊniej, obecnoÊç
stóp odzysku o wartoÊciach powy˝ej 100% odnotowy-
wana jest równie˝ w literaturze przedmiotu. Za eks-
tremalny przypadek mogà uchodziç badania Laurent
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i Schmita (2005, s. 315), w których incydentalnie po-
jawiajà si´ nawet stopy odzysku przekraczajà-
ce 400%. Badania te dotyczà jednak nale˝noÊci le-
asingowych, w przypadku których windykacja cz´sto
odbywa si´ poprzez sprzeda˝ przedmiotu leasingu
na rynku, a uzyskane dochody z tego tytu∏u zaliczane
sà na poczet leasingodawcy (nawet je˝eli okazujà si´
wy˝sze od d∏ugu leasingobiorcy).

Reasumujàc, mo˝emy stwierdziç, ˝e cechy roz-
k∏adów w analizowanych przez nas portfelach znacz-
nie utrudniajà modelowanie stóp odzysku za pomocà
parametrycznych estymatorów klasycznych rozk∏a-
dów, w tym równie˝ za pomocà parametrycznego es-
tymatora rozk∏adu beta. Wynika to g∏ównie z zaobser-
wowanej bimodalnoÊci rozk∏adów empirycznych,
która kontrastuje z w∏asnoÊciami rozk∏adu beta. Dla
rozk∏adu beta mo˝liwe jest bowiem wyst´powanie
tylko jednego optimum lokalnego funkcji g´stoÊci lub
ewentualnie pary punktów, w których wartoÊç funk-
cji g´stoÊci zbiega do +∞, przy czym zawsze owe dwa
punkty sà kraƒcami przedzia∏u okreÊlonoÊci rozk∏a-
du. Analiza porównawcza wykresów estymatorów
dla poszczególnych portfeli (wykresy 1–4) potwierdza
spostrze˝enie, ˝e w przypadku badanych portfeli kre-
dytowych funkcje g´stoÊci wyjÊciowych rozk∏adów
beta znacznie odbiegajà od rzeczywistych rozk∏adów
stóp odzysku, dla których stworzono estymatory se-
miparametryczne2.

Wyniki badaƒ empirycznych wskazujà, ˝e stopy
odzysku niejednokrotnie majà rozk∏ady znacznie od-
biegajàce od klasycznych rozk∏adów prawdopodo-
bieƒstwa. W zwiàzku z tym nale˝a∏oby rozwa˝yç za-
sadnoÊç wykorzystywania rozk∏adu beta do modelo-
wania stóp odzysku, szczególnie w ramach narz´dzi
do analizy kapita∏u ekonomicznego i wartoÊci zagro-
˝onej z tytu∏u ryzyka kredytowego3. 

5. Krótkie podsumowanie

W praktyce bankowej, zw∏aszcza polskiej, cz´sto
mo˝na si´ spotkaç z sytuacjà, w której posiadane in-
formacje na temat odzysków niewyp∏acalnych ekspo-
zycji kredytowych nie obejmujà ca∏ej historii po-
szczególnych ekspozycji, poniewa˝ sam proces win-
dykacji rozciàgni´ty jest na d∏u˝szy okres. W tych wa-
runkach wyznaczenie Êredniej stopy odzysku i roz-
k∏adu stopy odzysku na podstawie bezpoÊrednio za-
obserwowanych stóp odzysku jest utrudnione lub
obarczone doÊç du˝ym b∏´dem ze wzgl´du na stosun-
kowo ma∏à liczebnoÊç próby, na której bazowa∏aby ta-
ka estymacja. Dlatego w prezentowanym artykule za-
proponowaliÊmy algorytm opierajàcy si´ na krótkich
szeregach czasowych i za∏o˝eniach procesów Marko-
wa. StaraliÊmy si´ wykazaç, ˝e podejÊcie to mo˝e byç
podstawà nie tylko wyznaczenia wartoÊci oczekiwanej
stopy odzysku, która jest absolutnym minimum w ba-
daniach nad odzyskami niewyp∏acalnych ekspozycji
kredytowych. Opisana technika, w po∏àczeniu z esty-
macjà jàdrowà lub estymacjà semiparametrycznà, mo-
˝e równie˝ s∏u˝yç do szacowania postaci rozk∏adu
prawdopodobieƒstwa stóp odzysku, tj. funkcji g´stoÊci.

Wyniki zastosowania przedstawionych algoryt-
mów do badania zwindykowanych kwot z ekspozycji
kredytowych banku dzia∏ajàcego w Polsce sugerujà,
˝e przynajmniej w cz´Êci przypadków rozk∏ad praw-
dopodobieƒstwa stóp odzysku mo˝e mieç charakter
bimodalny. WartoÊç zwindykowanych kwot w stosun-
ku do wartoÊci zad∏u˝enia w momencie niewyp∏acal-
noÊci jest wtedy stosunkowo du˝a bàdê stosunkowo
ma∏a. Dodatkowà cechà zaobserwowanych rozk∏adów
jest ponadto niezerowe prawdopodobieƒstwo wyst´-
powania stóp odzysku powy˝ej 100%. Dla analizowa-
nych przez nas portfeli kredytowych rozk∏ady stóp
odzysku ró˝nià si´ zatem od rozk∏adów beta. Wydaje
si´ wi´c, ˝e modelowanie stóp odzysku z wykorzysta-
niem teoretycznych rozk∏adów beta jako estymatorów
parametrycznych, mo˝e prowadziç do b∏´dów. Bimo-
dalnoÊç zaobserwowanych rozk∏adów sprawia, ˝e
dalsze badania nad stopami odzysku powinny zmie-
rzaç w kierunku zastàpienia estymatora parametrycz-
nego rozk∏adu innym estymatorem parametrycznym,
opisujàcym mieszank´ dwóch ró˝nych rozk∏adów.

2 Estymatory jàdrowe funkcji g´stoÊci rozk∏adu stóp odzysku zbudowano

równie˝ na podstawie informacji na temat windykacji w prawie dwukrotnie

krótszym okresie (wyników nie umieszczono w artykule). Tak˝e w tym

przypadku oszacowane rozk∏ady charakteryzowa∏y si´ bimodalnoÊcià.
3 Zasadne by∏oby podj´cie próby zastàpienia rozk∏adu beta mieszankà in-

nych rozk∏adów w taki sposób, aby uzyskaç wzór funkcji g´stoÊci dla tego

rozk∏adu. Prezentowane opracowanie skupia si´ na nieparametrycznej esty-

macji rozk∏adu stóp odzysku i jedynie wskazuje na mo˝liwe trudnoÊci przy

pos∏ugiwaniu si´ klasycznymi estymatorami parametrycznymi. Dlatego te˝

nie b´dziemy rozwijaç kwestii precyzyjnej estymacji parametrycznej.
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