
Wst´p

Wobec post´pujàcego procesu globalizacji i zaz´biania
si´ ró˝nych segmentów rynku bie˝àca dzia∏alnoÊç go-
spodarcza zale˝y od wielu czynników charakteryzujà-
cych si´ du˝à zmiennoÊcià i ma∏ym stopniem przewi-
dywalnoÊci. Na przychody, wyniki i wyp∏acalnoÊç
przedsi´biorstw w coraz wi´kszym stopniu ma wp∏yw
poziom stóp procentowych, kursów walutowych czy
cen surowców. W obliczu powy˝szych faktów dobre
zarzàdzanie finansami przedsi´biorstwa jest tak˝e sztu-
kà zabezpieczania si´ przed ró˝nego rodzaju ryzykiem.

Rozwój instrumentów pochodnych znacznie
zwi´kszy∏ skutecznoÊç ochrony przed niespodziewany-
mi i niekorzystnymi zdarzeniami. Ze wzgl´du na swo-
jà uniwersalnoÊç szczególnà popularnoÊç zdoby∏y
opcje. Pojawi∏a si´ potrzeba stworzenia modeli wyceny
coraz to bardziej skomplikowanych kontraktów opcyj-
nych. Krok milowy na tej drodze stanowi∏a praca Fi-
shera Blacka i Myrona Scholesa (1973), której rezulta-
tem by∏a s∏ynna formu∏a na wycen´ europejskiej opcji
kupna. Niedoskona∏oÊç niektórych za∏o˝eƒ modelu,
a w szczególnoÊci niezadowalajàce dopasowanie do ob-
serwowanej rzeczywistoÊci zaowocowa∏o wieloma roz-
szerzeniami i modyfikacjami. SpoÊród nich warto wy-
mieniç model dwumianowy Coxa, Rossa i Rubinsteina
(1976) oraz oparty na procesie Levy’ego model Gerbera-
-Shiu (1994). Eberlein i Keller (1995) pokazali, ˝e roz-
k∏ad stóp zwrotu z akcji mo˝e byç dobrze przybli˝ony
przez rozk∏ad hiperboliczny. 

Równolegle z rozwojem teoretycznych podstaw
wyceny nast´powa∏ rozwój modeli wyceny opcji egzo-
tycznych, czyli opcji o niestandardowych i cz´sto

skomplikowanych funkcjach wyp∏aty. By∏o to przede
wszystkim podyktowane coraz wi´kszym zaintereso-
waniem tego typu instrumentami ze strony nabyw-
ców opcji, a tak˝e ich coraz bardziej wyszukanymi
potrzebami.

Celem pracy jest przedstawienie jednego ze sposo-
bów podejÊcia do wyceny niestandardowej opcji, majà-
cej zabezpieczyç d∏ugà pozycj´ wynikajàcà z inwestycji
na Warszawskiej Gie∏dzie Papierów WartoÊciowych.
Jest nim barierowa opcja na indeks WIG20 z barierà
opisanà przez funkcj´ nieliniowà. Aby uzyskaç mo˝li-
wie wysoki stopieƒ zgodnoÊci z rzeczywistoÊcià, zdefi-
niowanie procesu kszta∏tujàcego cen´ indeksu WIG20
oparto na badaniach empirycznych potwierdzonych
wieloma testami statystycznymi. Ze wzgl´du na z∏o˝o-
noÊç funkcji wyp∏aty opcji oraz skomplikowane za∏o˝e-
nia co do przyj´tego procesu ceny instrumentu bazowe-
go konieczne b´dzie wykorzystanie metod symulacyj-
nych. Pos∏u˝ono si´ metodà Monte Carlo, z modyfika-
cjami majàcymi na celu zwi´kszenie jej efektywnoÊci.
Zwieƒczeniem pracy jest analiza wra˝liwoÊci wyniku
wyceny opcji wzgl´dem przyj´tych za∏o˝eƒ. W szcze-
gólnoÊci przedstawiono wp∏yw, jaki na uzyskiwanà ce-
n´ kontraktu opcyjnego wywiera odstàpienie od kla-
sycznych za∏o˝eƒ dotyczàcych procesu stochastyczne-
go generujàcego cen´ instrumentu podstawowego.

Opcje egzotyczne

Opcj´ mo˝na zdefiniowaç najogólniej jako swoistà
umow´ mi´dzy wystawcà a nabywcà, na mocy której
nabywca zyskuje prawo zakupu od wystawcy lub
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sprzedania mu okreÊlonej z góry iloÊci danego instru-
mentu finansowego lub towaru po ustalonej cenie i w
oznaczonym okresie. Cechà, która ró˝ni opcje od wi´k-
szoÊci innych instrumentów terminowych (np. kontrak-
tów futures), jest to, ˝e daje ona nabywcy prawo, nato-
miast nie obarcza go obowiàzkiem. Tak wi´c nabywca
opcji w terminie jej wykonania mo˝e albo wykorzystaç,
albo pozwoliç na samoistne wygaÊni´cie wa˝noÊci
opcji. Inaczej ma si´ rzecz z wystawcà opcji, na którym
cià˝y obowiàzek sprzeda˝y jego posiadaczowi lub ode-
brania od niego okreÊlonej w kontrakcie iloÊci danego
instrumentu podstawowego po okreÊlonej cenie. 

Ró˝norodnoÊç opcji i instrumentów wywodzàcych
si´ od opcji sprawia, ˝e mo˝na je sklasyfikowaç na wie-
le sposobów, bioràc pod uwag´ ró˝ne kryteria. Od lat
siedemdziesiàtych XX wieku, kiedy w Stanach Zjedno-
czonych pojawi∏y si´ pierwsze tego typu instrumenty,
sensowny sta∏ si´ podzia∏ opcji na standardowe, nazy-
wane w ˝argonie finansowym waniliowymi (vanilla,
plain vanilla), oraz egzotyczne (exotic), zwane te˝ buti-
kowymi (boutique) lub konstruktorskimi (designer).

Opcje egzotyczne by∏y odpowiedzià na rosnàce za-
potrzebowanie na nowe instrumenty finansowe dosto-
sowane do specyficznych potrzeb danego klienta,
znacznie wykraczajàcych poza mo˝liwoÊci oferowane
przez wystandaryzowane opcje notowane na gie∏dach
papierów wartoÊciowych. Coraz bardziej skomplikowa-
ne instrumenty by∏y poczàtkowo replikowane synte-
tycznie za pomocà liniowych kombinacji opcji standar-
dowych, jednak˝e nie zawsze by∏o to mo˝liwe w przy-
padku bardziej skomplikowanych kontraktów. Ponadto
taka replikacja cz´sto okazywa∏a si´ bardzo kosztowna.
Tak narodzi∏a si´ in˝ynieria finansowa i opcje egzo-
tyczne, które by∏y nie tylko lepiej dopasowane do indy-
widualnych potrzeb inwestorów, lecz tak˝e okaza∏y si´
relatywnie taƒsze w porównaniu z kombinacjami in-
strumentów standardowych. 

Cechà charakteryzujàcà ka˝dà opcj´ bez wzgl´du
na jej typ jest funkcja wyp∏aty. OkreÊla ona kwot´, jakà
otrzymuje nabywca danej opcji w momencie jej wyko-
nania. Funkcja wyp∏aty mo˝e mieç ró˝nà postaç; mo˝e
byç bardzo skomplikowana dla niektórych opcji egzo-
tycznych oraz prosta w przypadku opcji waniliowych.
Przyk∏adowo, funkcje wyp∏aty dla standardowych
opcji kupna i sprzeda˝y wyra˝ajà si´ wzorami:

f C(t) = (P(t) – K)+,
fP(t) = (K – P(t))+,

gdzie:
fC(t) – wartoÊç funkcji wyp∏aty dla opcji kupna

przypadajàca na jednostk´ instrumentu pierwotnego w
dniu jej wykonania,

P(t) – cena rynkowa instrumentu bazowego w dniu
wykonania opcji,

K – cena wykonania opcji,

fP(t) – wartoÊç funkcji wyp∏aty dla opcji sprzeda-
˝y, przypadajàca na jednostk´ instrumentu pierwotne-
go w dniu jej wykonania, 

(•)+ ≡ max (•, 0).
Obecnie mamy do czynienia z niezwyk∏ym bo-

gactwem ró˝nego rodzaju opcji egzotycznych o mniej
lub bardziej nietypowych funkcjach wyp∏aty. Ze spe-
cyfiki tego typu instrumentów wynika, ˝e nie ka˝da
zawierana transakcja opcyjna trafia do wiadomoÊci
uczestników rynku; najcz´Êciej jest ona indywidualnà
i nierejestrowanà umowà mi´dzy wystawcà a nabyw-
cà. Wszystkie opcje egzotyczne cechuje jednak to, ˝e
nie dadzà si´ one przedstawiç jako kombinacja opcji
waniliowych i ewentualnie instrumentów pierwot-
nych1. Od lat dziewi´çdziesiàtych XX wieku stanowià
g∏ówne wyzwanie dla banków inwestycyjnych i do
dziÊ sà w fazie ciàg∏ego rozwoju. Przygotowanie ofert
opcyjnych wymaga skomplikowanych rachunków
(zw∏aszcza analizy stochastycznej na zaawansowa-
nym poziomie), a niejednokrotnie tak˝e symulacji
komputerowych.

WÊród licznych rodzajów opcji egzotycznych wy-
ró˝niç mo˝na klas´ opcji zale˝nych od trajektorii (path-
-dependent options), których funkcja wyp∏aty zale˝y
nie tylko od ceny instrumentu podstawowego w termi-
nie wykonania, ale tak˝e od ceny tego instrumentu w
innych momentach okresu wa˝noÊci opcji. Jednà z pod-
klas opcji zale˝nych od trajektorii sà opcje barierowe
(barrier options). WartoÊç ich funkcji wyp∏aty uzale˝-
niona jest od przekroczenia (lub osiàgni´cia) z góry
okreÊlonej bariery w czasie trwania kontraktu.

Istnieje wiele podtypów opcji barierowych, w
szczególnoÊci:

- bariera mo˝e byç zdefiniowana przez funkcj´ nie-
liniowà (curvilinear barrier options),

- bariera mo˝e obowiàzywaç jedynie na cz´Êci
okresu wa˝noÊci opcji (partial barrier options),

- barier mo˝e byç kilka (multiple barrier options),
- mogà istnieç dwie bariery – jedna wy˝sza, a dru-

ga ni˝sza od bie˝àcej ceny instrumentu podstawowego
(corridor barrier options).

Ponadto, opcje barierowe mo˝na sklasyfikowaç ze
wzgl´du na wiele innych kryteriów. W szczególnoÊci
mo˝e to byç:

- typ opcji:
- opcje out (knock-out) – tracà wartoÊç po osiàgni´-

ciu bariery,
- opcje in (knock-in) – dopiero po osiàgni´ciu ba-

riery nabierajà wartoÊci;
- po∏o˝enie bariery wzgl´dem bie˝àcej ceny instru-

mentu bazowego:

1 W literaturze zwiàzanej z tematem brak jest jednomyÊlnoÊci co do definicji
opcji egzotycznych. Niektórzy autorzy zaliczajà do nich tak˝e tzw. pakiety
(packages), czyli portfele sk∏adajàce si´ ze standardowych europejskich opcji
kupna i sprzeda˝y, kontraktów terminowych oraz instrumentów pierwotnych,
a wi´c opcje, które mogà powstaç jako replikacja instrumentów standardowych.
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- opcje down – bariera umiejscowiona jest poni˝ej
bie˝àcej ceny instrumentu podstawowego,

- opcje up – bariera powy˝ej bie˝àcej ceny instru-
mentu podstawowego.

Tabela 1 zawiera definicje funkcji wyp∏aty czte-
rech podstawowych typów opcji barierowych. Przyj´to
nast´pujàce oznaczenia: H(t) – bariera, T – data wygaÊ-
ni´cia opcji, I(A) – funkcja charakterystyczna (indekso-
wa) zbioru A, czyli funkcja przyjmujàca wartoÊç 1, je˝e-
li zasz∏o zdarzenie A, oraz wartoÊç 0 w przeciwnym
przypadku.

W przypadku opcji typu in opcja barierowa staje
si´ wi´c opcjà waniliowà z chwilà osiàgni´cia bariery,
natomiast dla opcji typu out opcja barierowa jest rów-
nowa˝na analogicznej opcji waniliowej do momentu
osiàgni´cia bariery. NiepewnoÊç zwiàzana z przekro-
czeniem bàdê nieprzekroczeniem bariery sprawia, ˝e
opcje barierowe sà taƒsze od odpowiadajàcych im opcji
europejskich i w zwiàzku z tym dajà lepsze mo˝liwoÊci
spekulacji uczestnikom sk∏onnym podjàç dodatkowe
ryzyko.

Proces ceny instrumentu podstawowego

Standardowym procesem stochastycznym wykorzysty-
wanym do opisu ruchu cen akcji jest geometryczny
ruch Browna, zdefiniowany przez stochastyczne rów-
nanie ró˝niczkowe:

gdzie: 
P(t) – cena akcji w chwili t, 
µ – dryf, 
σ – zmiennoÊç ceny akcji, 
{B(t)}t≥0 – standardowy proces Browna. 
Opisany proces zosta∏ po raz pierwszy u˝yty do

modelowania ewolucji cen papierów wartoÊciowych
przez Osborne’a (1959). Jednà z w∏asnoÊci tak zdefinio-
wanego procesu jest normalnoÊç jego przyrostów, któ-
rymi w przypadku akcji sà logarytmiczne stopy zwrotu. 

Empiryczne stopy zwrotu cz´Êciej przyjmujà jed-
nak wartoÊci zbli˝one do Êredniej oraz wartoÊci znacz-
nie od niej oddalone, ni˝ wynika∏oby to z rozk∏adu nor-

malnego. Prawid∏owoÊç ta jest charakterystyczna dla
wi´kszoÊci stóp zwrotu z instrumentów finansowych
i nosi nazw´ zjawiska leptokurtozy. Ponadto rozk∏ady
empirycznych stóp zwrotu charakteryzujà si´ skoÊno-
Êcià. Eberlein i Keller (1995) pokazali, ˝e bardzo dobre
wyniki w aproksymacji empirycznych stóp zwrotu
mo˝na uzyskaç wykorzystujàc rozk∏ady hiperboliczne. 

Rozk∏ady hiperboliczne charakteryzujà si´ tym, ˝e
wykres logarytmu ich funkcji g´stoÊci jest hiperbolà.
Z uwagi na fakt, ˝e w przypadku rozk∏adu normalnego
analogiczny wykres tworzy parabol´, mo˝na oczeki-
waç, ˝e rozk∏ad hiperboliczny b´dzie znacznie lepiej
opisywa∏ grube ogony ni˝ rozk∏ad gaussowski.

Funkcj´ g´stoÊci zmiennej losowej o rozk∏adzie hi-
perbolicznym wyra˝a si´ wzorem:

gdzie K1 oznacza zmodyfikowanà funkcj´ Bessela trze-
ciego rodzaju z indeksem 1.

Otrzymano nast´pujàce wartoÊci parametrów rozk∏a-
du hiperbolicznego uzyskane metodà najwi´kszej wiary-
godnoÊci: α = 72,498, δ = 0,0112, β = 3,064, µ = -0,00132.

W celu zorientowania si´, czy rozk∏ad hiperbolicz-
ny dobrze opisuje rozk∏ad stóp zwrotu z indeksu
WIG20, mo˝na pos∏u˝yç si´ QQ-plotem. Przy idealnym
dopasowaniu danych empirycznych do modelu QQ-
-plot jest linià prostà o nachyleniu 45 stopni.

Na wykresie 1 widoczne jest wyraêne odchylenie
zwrotów empirycznych od teoretycznych wartoÊci roz-
k∏adu normalnego. Nachylenie wykresu przy skrajnych
obserwacjach jest znacznie mniejsze ni˝  na obszarach
Êrodkowych, co spowodowa∏ fakt, ˝e dystrybuanta em-
piryczna zawiera wi´kszà mas´ prawdopodobieƒstwa
na obszarach znacznie oddalonych od mediany ni˝ do-
pasowana do niej dystrybuanta rozk∏adu normalnego.
Odchylenie wykresu od linii prostej dla wartoÊci wokó∏
mediany wynika natomiast z faktu, ˝e Êrodkowy obszar
wykresu empirycznej funkcji prawdopodobieƒstwa jest

hyp x
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( )

exp( ( ) ( ))α β δ µ α β
αδ δ α β
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2 Do estymacji parametrów rozk∏adu hiperbolicznego na podstawie stóp zwro-
tu z indeksu WIG20 u˝yto programu komputerowego ‘hyp’ opracowanego przez
pracowników Uniwersytetu w Aarhus (opis programu w: P. Blæsild, M. K.
Sørensen, 1992).

Tabela 1 Funkcje wyp∏aty standardowych opcji barierowych

Typ opcji Funkcja wyp∏aty  

down-and-out 

down-and-in 

up-and-out 

up-and-in 

èród∏o: opracowanie w∏asne na podstawie A. Weron, R. Weron, 1999.
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wy˝szy ni˝ w przypadku analogicznej funkcji g´stoÊci
rozk∏adu gaussowskiego. Reasumujàc, wykres uk∏ada
si´ w kszta∏t rozciàgni´tej litery „S”, co jest charaktery-
styczne dla wzorcowych dystrybuant rozk∏adów opisu-
jàcych w niezadowalajàcy sposób zjawisko leptokurto-
zy. Analogiczny wykres sporzàdzony dla rozk∏adu hi-
perbolicznego jest pozbawiony tak wyraênych wad.
OczywiÊcie, odchylenia od wartoÊci teoretycznych wy-
st´pujà, jednak ich poziom wydaje si´ akceptowalny.

Znacznie bardziej formalnymi metodami badania
jakoÊci dopasowania rozk∏adu teoretycznego do da-
nych empirycznych sà tzw. testy zgodnoÊci (tabela 2).
Przy poziomie istotnoÊci 0,01 nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej o hiperbolicznym rozk∏adzie
stóp zwrotu. W przypadku rozk∏adu normalnego, przy
tym samym poziomie istotnoÊci odrzucamy hipotez´
zerowà i wnioskujemy, ˝e rozk∏ad stóp zwrotu wykazu-
je statystycznie istotne odchylenia od rozk∏adu normal-
nego. W celu porównania jakoÊci dopasowania rozk∏a-
dów w okolicach wartoÊci ekstremalnych mo˝na pos∏u-
˝yç si´ statystykà Andersona-Darlinga (1952). Jest ona
wa˝onà wersjà statystyki testu Ko∏mogorowa, nadajàcà
najwi´ksze wagi obserwacjom ekstremalnym. Ponie-
wa˝ mniejsza wartoÊç statystyki ADn oznacza lepsze
dopasowanie rozk∏adu do danych, wnioskujemy, ˝e
rozk∏ad hiperboliczny lepiej modeluje skrajne wartoÊci
stóp zwrotu ni˝ rozk∏ad normalny.

Rozk∏ad hiperboliczny nale˝y do klasy rozk∏adów
nieskoƒczenie podzielnych, co zosta∏o udowodnione
przez Barndorffa-Nielsena oraz Halgreena (1977). Wo-
bec uzyskanych wyników, naturalnà alternatywà dla

geometrycznego ruchu Browna jest wi´c proces okre-
Êlony przez stochastyczne równanie ró˝niczkowe:

gdzie {L(t)}t≥0 jest hiperbolicznym ruchem Lévy’ego,
czyli takim procesem o przyrostach stacjonarnych i nie-
zale˝nych, ˝e L(0) = 0, D2{L(1)} = 1 oraz ln{L(1)} ma
scentrowany i symetryczny rozk∏ad hiperboliczny. Ko-
rzystajàc z lematu Itô dla procesów Lévy’ego, mo˝na
pokazaç, ˝e rozwiàzaniem powy˝szego równania jest
proces:

gdzie ∆L(s) oznacza skok procesu w chwili s. Tak zde-
finiowany model ma t´ po˝àdanà w∏aÊciwoÊç, ˝e uzy-
skiwane z niego logarytmiczne stopy zwrotu majà roz-
k∏ad hiperboliczny. Eberlein i Keller (1995) pokazali, ˝e
na jego podstawie mo˝na wyprowadziç wzory na wyce-
n´ europejskich opcji waniliowych.

W wersji dyskretnej proces ceny instrumentu pod-
stawowego w chwili t mo˝na zdefiniowaç równaniem: 

gdzie Hypi sà niezale˝nymi zmiennymi losowymi o
rozk∏adzie hiperbolicznym okreÊlonym przez funkcj´
g´stoÊci hyp(α, β, δ, µ), oszacowanà na podstawie
dziennych stóp zwrotu. Otrzymany wzór mo˝na wyko-
rzystaç do generowania trajektorii procesu ceny instru-
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Wykres 1. QQ-plot dziennych zwrotów z indeksu WIG20 dla rozk∏adu normalnego i hiperbolicznego  

èród∏o: Opracowanie w∏asne.
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Tabela 2 Wyniki testów zgodnoÊci przy poziomie istotnoÊci 0,01

Test Rozk∏ad WartoÊç obliczona WartoÊç krytyczna  

χ2 Pearsona hiperboliczny 43,96 52,19 

normalny 110,02 54,78  

Ko∏mogorowa hiperboliczny 0,849 1,63   

normalny 2,265 1,63  

Andersona-Darlinga hiperboliczny 0,077 -   

normalny 0,134 -  

èród∏o: obliczenia w∏asne.
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mentu podstawowego o stopach zwrotu o rozk∏adzie
hiperbolicznym.

Wycena opcji – podejÊcie symulacyjne

Za∏ó˝my, ˝e pewien inwestor postanowi∏ ulokowaç
cz´Êç swoich Êrodków na Warszawskiej Gie∏dzie Papie-
rów WartoÊciowych, kupujàc portfel z∏o˝ony z akcji
spó∏ek o najwi´kszej kapitalizacji lub nabywajàc jednost-
ki indeksowe na WIG203. Inwestycja ma trwaç 1 rok, co
odpowiada 261 dniom roboczym, podczas których odby-
wajà si´ sesje na warszawskim parkiecie. Aby uchroniç
si´ przed du˝ymi stratami, inwestor pragnie zabezpie-
czyç otwartà pozycj´ przez zakup opcji, która zostanie
skonstruowana na podstawie nast´pujàcych danych:

- opcja ma zrekompensowaç strat´ wynikajàcà z
nieosiàgni´cia po up∏ywie roku stopy zwrotu z inwe-
stycji równej co najmniej stopie wolnej od ryzyka r,
która mo˝e byç uto˝samiana z rentownoÊcià bonów lub
obligacji skarbowych;

- osiàgni´cie przez indeks WIG20 poziomu odpo-
wiadajàcego stopie zwrotu z inwestycji równej rm w
skali roku oznacza natychmiastowà realizacj´ zysków
przez inwestora i wycofanie si´ z rynku;

- horyzont inwestycyjny wynosi co najmniej pó∏
roku, czyli 130 dni roboczych.

OczywiÊcie, wy˝ej zdefiniowanà pozycj´ mo˝na
zabezpieczyç waniliowà opcjà sprzeda˝y o cenie wyko-
nania K równej:

gdzie P(0) jest wartoÊcià indeksu WIG20 w dniu wejÊcia
na rynek inwestora, czyli w dniu zakupu jednostek in-
deksowych na WIG20. WczeÊniejsze wycofanie si´ in-
westora z rynku oznacza∏oby jednak, ˝e opcja ta zabez-
piecza pozycj´ ju˝ zamkni´tà. Zasadne jest wi´c skon-
struowanie takiej opcji, która traci∏aby swojà wa˝noÊç z
chwilà realizacji zysków przez inwestora, a przez to by-
∏aby taƒsza od waniliowej opcji sprzeda˝y.

Do rozwiàzania tego typu problemu doskonale na-
dajà si´ opcje barierowe. Zdefiniujmy barier´ jako na-
st´pujàcà funkcj´ czasu:

gdzie: t = 131, 132, ..., 261, natomiast [x] jest cz´Êcià
ca∏kowità liczby x. Dla uproszczenia pomini´to wp∏yw
dni Êwiàtecznych, tak wi´c zawsze po 5 dniach robo-
czych nast´pujà 2 dni wolne oraz t = 0 odpowiada po-
niedzia∏kowi. 

Przekroczenie przez indeks WIG20 tak zdefiniowa-
nej bariery oznacza, ˝e zamykajàcy w tym momencie

swojà pozycj´ inwestor, który w t = 0 zakupi∏ jednostki
indeksowe na WIG20, zrealizuje zysk odpowiadajàcy
stopie rm w skali rocznej, przy czasie trwania inwesty-
cji równym co najmniej pó∏ roku. Odpowiada to zdefi-
niowanym uprzednio kryteriom.

Odpowiednia opcja zabezpieczajàca otwartà pozy-
cj´ w jednostkach indeksowych na WIG20 b´dzie opcjà
barierowà typu up-and-out, czyli tracàcà wartoÊç po
wzroÊcie indeksu WIG20 powy˝ej bariery. Bariera usta-
wiona jest tylko na cz´Êci okresu wa˝noÊci opcji i okre-
Êlona przez funkcj´ nieciàg∏à; w szczególnoÊci nie jest
ona funkcjà sta∏à, jak w przypadku standardowych
opcji barierowych. Funkcja wyp∏aty fT rozpatrywanego
kontraktu jest wi´c dana wzorem

gdzie t1 = 131 i t2 = 261.
Wycena opcji na moment t polega na wyliczeniu

warunkowej wartoÊci oczekiwanej zdyskontowanej
funkcji wyp∏aty w momencie wygaÊni´cia opcji wzgl´-
dem pewnej miary martynga∏owej QQ, czyli takiej miary,
dla której zdyskontowany proces ceny instrumentu
podstawowego jest martynga∏em. Mo˝na to zapisaç w
postaci:

gdzie: 
V(t) – cena  opcji w momencie t, 
Λt – wspó∏czynnik oprocentowujàcy (dla kapitali-

zacji ciàg∏ej Λt = ert ), 
Ft - tzw. filtracja, czyli historia realizacji procesu

do momentu t (por. Baxter, Rennie, 1996). 
Dla t = 0 wzór upraszcza si´ do postaci:

gdy˝ dla filtracji F0, a wi´c na poczàtku procesu, wa-
runkowa wartoÊç oczekiwana jest równowa˝na zwyk∏ej
wartoÊci oczekiwanej.

Ze wzgl´du na dosyç skomplikowanà postaç funk-
cji wyp∏aty analityczne wyliczenie powy˝szej formu∏y
by∏oby zadaniem trudnym nawet przy za∏o˝eniu, ˝e
proces ceny instrumentu podstawowego jest opisany
przez geometryczny ruch Browna. Przyj´cie modelu za-
k∏adajàcego hiperboliczny rozk∏ad stóp zwrotu dodatko-
wo komplikuje problem w zakresie znalezienia równo-
wa˝nej miary martynga∏owej QQ. Ze wzgl´du na powy˝-
sze uwagi analityczne rozwiàzanie szukanej formu∏y
wyceny opcji jest zadaniem nie tylko czasoch∏onnym,
lecz tak˝e mog∏oby nie zakoƒczyç si´ powodzeniem.
Przybli˝ony wynik mo˝na jednak uzyskaç z zadowalajà-
cà dok∏adnoÊcià dzi´ki symulacjom komputerowym. 

Najpopularniejszà metodà symulacyjnà wykorzy-
stywanà przy wycenie opcji egzotycznych jest metoda

  V( ) ( )0 1= −E fT T
Q Λ

  V t E f FT T t( ) ( )= −Λ Λt
Q 1

 
f K P T P t H tT t t t

= − ≤+

≤ ≤
∧( ( )) ({ ( ) ( )})Ι

1 2

 
H t P t

t rm( ) ( )= + + −

















0 1 2
1

5 365

 K P r= +( )( ),0 1

3 Jednostka indeksowa na WIG20 (tzw. mini WIG20) jest instrumentem, które-
go notowania na Warszawskiej Gie∏dzie Papierów WartoÊciowych odpowiada-
jà 10% wartoÊci indeksu WIG20.
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Monte Carlo. Procedura ta znajduje zastosowanie
przede wszystkim przy szacowaniu wielkoÊci, które da-
jà si´ przedstawiç w postaci wartoÊci oczekiwanych
pewnych rozk∏adów prawdopodobieƒstwa, a których
postaç sprawia, ˝e osiàgni´cie analitycznego rozwiàza-
nia by∏oby bardzo trudne bàdê niemo˝liwe w rozsàd-
nym wymiarze czasowym. Z uwagi na fakt, ˝e cena
opcji wyra˝a si´ poprzez wartoÊç oczekiwanà zdyskon-
towanych wyp∏at wzgl´dem pewnej miary martynga∏o-
wej, metoda Monte Carlo mo˝e zostaç zastosowana do
wyceny opcji.

W przypadku opcji zmiennà losowà, której war-
toÊç oczekiwanà chcemy oszacowaç jest zdyskontowa-
na wartoÊç wyp∏aty na koniec wa˝noÊci opcji. Funkcja
wyp∏aty dla uprzednio zdefiniowanej opcji zale˝y nie
tylko od ceny instrumentu podstawowego w momencie
jej wygaÊni´cia, lecz tak˝e od wartoÊci, które mini-
WIG20 przyjmuje w czasie wa˝noÊci opcji. Konieczna
jest wi´c symulacja wartoÊci indeksu WIG20 dla ca∏ego
okresu od 0 do T, czyli generowanie N trajektorii
WIG20. WartoÊç oczekiwanà  dochodu uzyskanego z ty-
tu∏u posiadania opcji w momencie T mo˝na oszacowaç
za pomocà formu∏y:

gdzie – wartoÊç funkcji wyp∏aty w momencie wyga-
Êni´cia kontraktu opcyjnego dla i-tej wygenerowanej
trajektorii. Przy za∏o˝eniu neutralnoÊci wzgl´dem ryzy-
ka, sprawiedliwà wartoÊç opcji na moment 0 otrzymu-
jemy, dyskontujàc wartoÊç oczekiwanà funkcji wyp∏aty
stopà procentowà wolnà od ryzyka. Uzyskane metodà
symulacyjnà przybli˝enie ceny opcji wyra˝a si´ wi´c
wzorem:

Cena instrumentu podstawowego okreÊlona jest
przez proces stochastyczny o przyrostach b´dàcych nie-
zale˝nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozk∏a-
dzie hiperbolicznym. Aby wygenerowaç trajektori´ tak
zdefiniowanego procesu, nale˝y wi´c wygenerowaç ciàg
niezale˝nych liczb o rozk∏adzie hiperbolicznym. Ponie-
wa˝ dystrybuanta F zmiennej losowej X okreÊlonej przez
funkcj´ g´stoÊci hyp(x; α, β, δ, µ) jest funkcjà ciàg∏à i Êci-
Êle rosnàcà, zmienna losowa U = F(X) ma rozk∏ad jedno-
stajny na odcinku (0, 1). Dysponujàc generatorem liczb
losowych o takim rozk∏adzie, przez przekszta∏cenie:

mo˝na wi´c otrzymaç liczby losowe o rozk∏adzie hiper-
bolicznym (por. Zieliƒski, 1970).

Funkcja pierwotna wzgl´dem funkcji g´stoÊci
prawdopodobieƒstwa rozk∏adu hiperbolicznego nie da-
je si´ przedstawiç poprzez funkcje elementarne.

W zwiàzku z tym dystrybuant´ rozk∏adu hiperboliczne-
go dla poszczególnych punktów Ri mo˝na otrzymaç
tylko w sposób numeryczny, rozwiàzujàc formu∏´:

Na podstawie liczb pseudolosowych z przedzia∏u
(0, 1) i uzyskanej w sposób numeryczny dystrybuanty
rozk∏adu hiperbolicznego mo˝na wygenerowaç ciàg
stóp zwrotu o rozk∏adzie hiperbolicznym. Znajàc wi´c
wartoÊç indeksu WIG20 na poczàtku ˝ycia opcji, mo˝-
na uzyskaç symulacyjnie losowe trajektorie wartoÊci
instrumentu podstawowego w ca∏ym okresie wa˝noÊci
kontraktu opcyjnego.

Wygenerowano przyk∏adowe trajektorie procesu ce-
ny indeksu WIG20 dla P(0) = 1500 i T = 261. Na wykre-
sie 2 przedstawiono przypadek ilustrujàcy wp∏yw barie-
ry na wartoÊç wyp∏aty w momencie wygaÊni´cia kon-
traktu opcyjnego. W momencie T wartoÊç indeksu
WIG20 jest ni˝sza od ceny wykonania K, wi´c realizacja
waniliowej opcji sprzeda˝y przynosi wyp∏at´ równà
K – P(T). W chwili t = 183 cena instrumentu podstawo-
wego P(t) przekroczy∏a jednak barier´ H(t), wskutek czego
zdefiniowana wczeÊniej opcja barierowa straci∏a wartoÊç i
w momencie T wyp∏ata z tytu∏u jej wykonania wynosi 0.

Zagadnieniem typowym dla ka˝dego eksperymentu
symulacyjnego jest dok∏adnoÊç i wiarygodnoÊç uzyskiwa-
nych wyników. Niezwykle wa˝ne jest, aby otrzymane przy-
bli˝enie by∏o mo˝liwie ma∏o wra˝liwe na zmian´ zestawu
liczb losowych u˝ytych do symulacji. W szczególnoÊci jak
najmniejsze powinno byç prawdopodobieƒstwo, ˝e otrzy-
many rezultat znacznie odbiega od prawdziwej wartoÊci.

Odchylenie standardowe wyp∏aty uzyskanej dla
pojedynczej trajektorii wygenerowanej symulacyjnie
klasycznà metodà Monte Carlo wynosi:

Dla du˝ych N mo˝na przyjàç, ˝e N – 1 ≈N, wi´c
statystyka:
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ma graniczny standardowy rozk∏ad normalny. Korzysta-
jàc z tej zale˝noÊci, mo˝na wyznaczyç przedzia∏ ufnoÊci
dla szukanej wartoÊci oczekiwanej (por. Boyle, 1977).

Odchylenie standardowe jest odwrotnie pro-
porcjonalne do √N , w zwiàzku z czym najprostszà me-
todà redukcji d∏ugoÊci przedzia∏u ufnoÊci jest wygene-
rowanie dodatkowych trajektorii. Jednak aby zmniej-
szyç odchylenie standardowe dziesi´ciokrotnie, ko-
nieczne jest wykonanie sto razy wi´kszej liczby symu-
lacji, co sprawia, ˝e klasyczny eksperyment Monte Car-
lo jest ma∏o efektywny. Alternatywne podejÊcia kon-
centrujà si´ na zmniejszeniu s i noszà nazw´ technik
redukcji wariancji (variance reduction techniques).

Jednà z nich jest tzw. metoda odbiç lustrzanych
(antithetic variate method; por. Koch, 1994), wykorzy-
stujàca ujemnà korelacj´ mi´dzy parami wyników sy-
mulacji. Polega ona na dwukrotnym zwi´kszeniu licz-
by symulacji poprzez wykorzystanie wygenerowanych
ju˝ liczb pseudolosowych. Je˝eli do uzyskania N warto-
Êci  wykorzystano ciàg niezale˝nych liczb losowych u1,
u2, ..., uk.N o jednakowym rozk∏adzie równomiernym
na przedziale (0, 1), do wygenerowania kolejnych N re-
alizacji  u˝ywamy ciàgu (1 – u1), (1 – u2), ..., (1 – uk.N),
gdzie k oznacza liczb´ liczb losowych koniecznych do
uzyskania jednej trajektorii. Wówczas:

jest nieobcià˝onym estymatorem , gdzie 
oraz sà estymatorami , odpowiednio
dla pierwszego i drugiego zestawu liczb losowych.

Wariancja tak skonstruowanego estymatora wyra˝a
si´ nast´pujàcym wzorem:

Jest ona zatem mniejsza od wariancji estymatora 

opartego na identycznej liczbie symulacji, je˝eli tyl-
ko oraz sà ujemnie skorelowane. Wa-
runkiem wystarczajàcym, aby 
jest monotonicznoÊç i niesta∏oÊç funkcji wzgl´dem
zmiennej losowej U = (u1, u2, ..., uk.N).
Przeprowadzenie formalnego dowodu nie jest w tym
przypadku konieczne, poniewa˝ istniejà intuicyjne
przes∏anki wskazujàce na monotonicznoÊç funkcji .
Im ni˝sze liczby u1, u2, ..., uk.N zostanà wygenerowane,
tym ni˝sze stopy zwrotu otrzymamy. Skutkuje to
mniejszym prawdopodobieƒstwem przekroczenia ba-
riery i jednoczeÊnie wy˝szà wartoÊcià funkcji wyp∏aty
w momencie wygaÊni´cia opcji. Stosujàc metod´ odbiç
lustrzanych, mo˝na wi´c spodziewaç si´ znacznej po-
prawy jakoÊci oszacowania w porównaniu z estymato-
rem oparym na niezale˝nej próbie.

Wyniki symulacji

Na podstawie zestawu liczb pseudolosowych o rozk∏a-
dzie jednostajnym na przedziale (0, 1) wygenerowano
50 tys. wartoÊci funkcji wyp∏aty na koniec okresu wa˝-
noÊci opcji. Nast´pnie u˝yto odbiç lustrzanych tych sa-
mych liczb (czyli liczb o przeciwnym znaku, powi´k-
szonych o 1) do wygenerowania kolejnych 50.000 wy-
p∏at. Dla danego zestawu zmiennych wejÊciowych uzy-
skana cena opcji jest wi´c Êrednià ze 100.000 obserwa-
cji. Symulacj´ przeprowadzono dla ró˝nych poziomów
wolnej od ryzyka stopy rynkowej r oraz stopy zwrotu z
inwestycji powodujàcej realizacj´ zysków przez inwe-
stora rm (tabela 4). 

Zastosowanie metody odbiç lustrzanych wydatnie
zwi´kszy∏o efektywnoÊç uzyskanych estymatorów. Po-
zwoli∏a ona na zmniejszenie standardowego b∏´du
oszacowania o 22% - 34% w przypadku wyceny zdefi-
niowanej uprzednio opcji barierowej, oraz a˝ o 34% -
44% dla analogicznej opcji bez bariery. W rezultacie
otrzymujemy przybli˝one przedzia∏y ufnoÊci nieprze-
kraczajàce 1,6% dla opcji z barierà oraz 1,2% dla opcji
waniliowej.

Wzrost efektywnoÊci estymatora ceny opcji przy
zastosowaniu metody odbiç lustrzanych jest wynikiem
ujemnej korelacji mi´dzy realizacjami procesu w mo-
mencie T. Korelacja ta, mierzona wspó∏czynnikiem ko-
relacji liniowej Pearsona, wynosi oko∏o -0,5 dla opcji
barierowej oraz oko∏o -0,6 dla opcji waniliowej. Widaç
wi´c, ˝e mimo doskonale ujemnej korelacji mi´dzy
zmiennymi losowymi U i 1 – U w∏aÊciwoÊç ta nie jest
zachowana dla uzyskiwanych zmiennych wyjÊcio-
wych. Mo˝na to wyt∏umaczyç faktem, ˝e powstajà one
wskutek przekszta∏cenia zmiennych o rozk∏adzie jed-
nostajnym w zmienne o zupe∏nie innym rozk∏adzie4.
Ujemne skorelowanie zmiennych wyjÊciowych jest jed-
nak na tyle silne, ˝e zastosowanie metody odbiç lu-
strzanych mo˝na uznaç za uzasadnione.

Jednym z parametrów decydujàcych o cenie opcji
jest po∏o˝enie bariery. Im bli˝ej po∏o˝ona bariera, tym
wi´ksze prawdopodobieƒstwo jej przekroczenia, co w
rezultacie daje ni˝szà oczekiwanà wartoÊç wyp∏aty w
momencie T. Opcja barierowa pozwala wi´c zmniej-
szyç koszt zabezpieczenia otwartej pozycji w porówna-
niu z opcjà bez bariery, czyli opcjà waniliowà. 

Nale˝y zauwa˝yç, ˝e nawet opcja z barierà odpo-
wiadajàcà rm = 20% jest stosunkowo droga w stosunku
do chronionego kapita∏u. Zabezpieczenie jednostki ka-
pita∏u zainwestowanego np. w miniWIG20 wymaga po-
niesienia kosztu równego ponad 10%. Opcja nie re-
kompensuje wi´c w pe∏ni strat poniesionych na skutek
s∏abej koniunktury na Warszawskiej Gie∏dzie Papierów
WartoÊciowych, lecz jedynie je ogranicza. Bez wzgl´du
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na rozwój wypadków na polskim rynku kapita∏owym,
przy r = 8% inwestor nie straci wi´cej ni˝ 3,5%5 kwo-
ty zainwestowanej w jednostki indeksowe na WIG20 i
ich zabezpieczenie opcjà z barierà odpowiadajàcà rm =
20%. JednoczeÊnie nie pozbawia si´ mo˝liwoÊci osiàg-
ni´cia zysku w przypadku hossy na warszawskim par-
kiecie, w czym te˝ objawia si´ wi´ksza atrakcyjnoÊç
opcji w porównaniu np. z kontraktami futures.

Opierajàc si´ na przeprowadzonych testach staty-
stycznych przyj´liÊmy, ˝e proces stochastyczny gene-

rujàcy cen´ indeksu WIG20 oparty jest na przyrostach o
rozk∏adzie hiperbolicznym. Nale˝y si´ spodziewaç, ˝e
przyj´cie takiego za∏o˝enia mo˝e mieç znaczny wp∏yw
na cen´ opcji. W szczególnoÊci otrzymane wyniki po-
winny ró˝niç si´ od rezultatów uzyskanych przy przy-
j´ciu modelu zak∏adajàcego normalnoÊç stóp zwrotu.

Na podstawie przeprowadzonej symulacji mo˝na
stwierdziç, ˝e przyj´cie klasycznego modelu opartego
na standardowym ruchu Browna powoduje przeszaco-
wanie ceny opcji barierowej o ponad 3% w porówna-
niu z modelem bardziej realistycznym, w sensie dopa-
sowania do danych empirycznych, zak∏adajàcym hi-

Tabela 3 Wyniki symulacji dla rozk∏adu normalnego i hiperbolicznego oraz ró˝nych pozio-
mów r i rmax

r rmax Rozk∏ad normalny
(w %) (w %) cena opcji b∏àd – trajektorie b∏àd – metoda wspó∏czynnik

(w %) niezale˝ne odbiç lustrzanych korelacji 
(w %) (w %) 

6,00 20,00 10,52 0,052 0,040 -0,4148  

6,00 30,00 11,18 0,052 0,038 -0,4680  

6,00 40,00 11,77 0,052 0,036 -0,5152  

6,00 brak 12,54 0,051 0,033 -0,5979

8,00 20,00 11,04 0,053 0,040 -0,4310  

8,00 30,00 11,80 0,053 0,038 -0,4927  

8,00 40,00 12,41 0,053 0,036 -0,5399  

8,00 brak 13,33 0,053 0,032 -0,6385  

10,00 20,00 11,68 0,054 0,041 -0,4454  

10,00 30,00 12,37 0,055 0,038 -0,5140  

10,00 40,00 13,02 0,055 0,036 -0,5665  

10,00 brak 14,09 0,054 0,030 -0,6801  

12,00 20,00 12,06 0,056 0,041 -0,4645  

12,00 30,00 12,95 0,056 0,038 -0,5396  

12,00 40,00 13,57 0,055 0,035 -0,5924

12,00 brak 14,85 0,055 0,029 -0,7183   

rmax Rozk∏ad normalny
(w %) (w %) cena opcji b∏àd – trajektorie b∏àd – metoda wspó∏czynnik

(w %) niezale˝ne odbiç lustrzanych korelacji 
(w %) (w %) 

6,00 20,00 10,15 0,051 0,040 -0,3947  

6,00 30,00 10,75 0,051 0,038 -0,4451  

6,00 40,00 11,33 0,051 0,037 -0,4875  

6,00 brak 12,14 0,051 0,033 -0,5694 

8,00 20,00 10,63 0,052 0,040 -0,4117  

8,00 30,00 11,43 0,053 0,038 -0,4698  

8,00 40,00 11,95 0,053 0,037 -0,5154  

8,00 brak 12,91 0,052 0,033 -0,6105 

10,00 20,00 11,34 0,054 0,040 -0,4599  

10,00 30,00 11,97 0,054 0,038 -0,4951

10,00 40,00 12,59 0,054 0,037 -0,5423  

10,00 brak 13,60 0,053 0,031 -0,5918  

12,00 20,00 11,58 0,055 0,041 -0,4421  

12,00 30,00 12,51 0,055 0,038 -0,5138  

12,00 40,00 13,09 0,055 0,036 -0,5653  

12,00 brak 14,36 0,054 0,030 -0,6882  

èród∏o: obliczenia w∏asne.

5 Jest to wynikiem nast´pujàcego rachunku: (1 + 8%) . (1 – 10,63%) – 1 ≈
–3,5%.
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perboliczny rozk∏ad stóp zwrotu. Nie jest to zaskocze-
niem w przypadku opcji z barierà z uwagi na fakt, ˝e
model hiperboliczny cz´Êciej dopuszcza znaczne skoki
cen („grube ogony”), przez co prawdopodobieƒstwo
przekroczenia bariery i w rezultacie utraty wartoÊci
przez opcj´ jest relatywnie wi´ksze. 

Okazuje si´ jednak, ˝e tak˝e opcja waniliowa jest
taƒsza przy za∏o˝eniu, ˝e stopy zwrotu z indeksu
WIG20 majà jednakowy rozk∏ad hiperboliczny. Jest to
zgodne z wynikami otrzymanymi przez Eberleina i Kel-
lera (1995) i mo˝e byç wyjaÊnione przez wi´kszà kon-
centracj´ wokó∏ mediany („wysoki szczyt”) rozk∏adu
hiperbolicznego w porównaniu z rozk∏adem normal-
nym, a wi´c wi´ksze prawdopodobieƒstwo wystàpie-
nia niewielkiego wahni´cia ceny.

* * *

Na podstawie uzyskanych w pracy wyników mo˝na
stwierdziç, ˝e znacznie bardziej realistyczne od kla-
sycznego za∏o˝enia o normalnoÊci stóp zwrotu z indek-
su WIG20 jest przyj´cie, ˝e majà one rozk∏ad hiperbo-
liczny. Fakt ten znajduje potwierdzenie w wynikach
statystycznych testów zgodnoÊci dopasowania. Zasto-
sowanie metody symulacyjnej nie tylko umo˝liwia
uwzgl´dnienie powy˝szych wniosków, lecz tak˝e pro-
wadzi do uzyskania oszacowania ceny opcji z zadowa-
lajàcym przybli˝eniem. Mo˝na si´ przekonaç, ˝e przy-
j´cie klasycznych za∏o˝eƒ prowadzi do dosyç wyraêne-
go przeszacowania rzeczywistej wartoÊci opcji.
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