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Wycena opcji egzotycznych przy
stopach zwrotu o rozktadzie
hiperbolicznym — podejscie

symulacyjne

Marcin Kolasa

Wstep

Wobec postepujacego procesu globalizacji i zazebiania
sie ré6znych segmentéw rynku biezaca dzialalno$¢ go-
spodarcza zalezy od wielu czynnikéw charakteryzuja-
cych sie duza zmiennoécia i matym stopniem przewi-
dywalnoéci. Na przychody, wyniki i wyplacalnosé
przedsiebiorstw w coraz wiekszym stopniu ma wplyw
poziom stép procentowych, kurséw walutowych czy
cen surowcoéw. W obliczu powyzszych faktéw dobre
zarzadzanie finansami przedsiebiorstwa jest takze sztu-
ka zabezpieczania sie przed réznego rodzaju ryzykiem.

Rozw6j instrumentéw pochodnych znacznie
zwiekszyl skutecznosé ochrony przed niespodziewany-
mi i niekorzystnymi zdarzeniami. Ze wzgledu na swo-
ja uniwersalno$¢ szczegblna popularnosé¢ zdobyly
opcje. Pojawila sie potrzeba stworzenia modeli wyceny
coraz to bardziej skomplikowanych kontraktéw opcyj-
nych. Krok milowy na tej drodze stanowila praca Fi-
shera Blacka i Myrona Scholesa (1973), ktérej rezulta-
tem byla stynna formula na wycene europejskiej opcji
kupna. Niedoskonalo$¢ niektérych zatozen modelu,
a w szczeg6lnosci niezadowalajace dopasowanie do ob-
serwowanej rzeczywistoéci zaowocowato wieloma roz-
szerzeniami i modyfikacjami. Sposréd nich warto wy-
mieni¢ model dwumianowy Coxa, Rossa i Rubinsteina
(1976) oraz oparty na procesie Levy’ego model Gerbera-
-Shiu (1994). Eberlein i Keller (1995) pokazali, ze roz-
klad st6p zwrotu z akcji moze by¢ dobrze przyblizony
przez rozklad hiperboliczny.

Réwnolegle z rozwojem teoretycznych podstaw
wyceny nastepowal rozwéj modeli wyceny opcji egzo-
tycznych, czyli opcji o niestandardowych i czesto

skomplikowanych funkcjach wyplaty. Bylo to przede
wszystkim podyktowane coraz wiekszym zaintereso-
waniem tego typu instrumentami ze strony nabyw-
cOw opcji, a takze ich coraz bardziej wyszukanymi
potrzebami.

Celem pracy jest przedstawienie jednego ze sposo-
bow podejscia do wyceny niestandardowej opcji, maja-
cej zabezpieczy¢ dluga pozycje wynikajaca z inwestycji
na Warszawskiej Gieldzie Papierow Wartosciowych.
Jest nim barierowa opcja na indeks WIG20 z bariera
opisana przez funkcje nieliniowa. Aby uzyska¢ mozli-
wie wysoki stopien zgodnosci z rzeczywistoscia, zdefi-
niowanie procesu ksztaltujacego cene indeksu WIG20
oparto na badaniach empirycznych potwierdzonych
wieloma testami statystycznymi. Ze wzgledu na zlozo-
noé¢ funkeji wyplaty opcji oraz skomplikowane zatoze-
nia co do przyjetego procesu ceny instrumentu bazowe-
go konieczne bedzie wykorzystanie metod symulacyj-
nych. Postuzono sie metoda Monte Carlo, z modyfika-
cjami majacymi na celu zwigkszenie jej efektywnosci.
Zwieficzeniem pracy jest analiza wrazliwosci wyniku
wyceny opcji wzgledem przyjetych zalozen. W szcze-
gblnosci przedstawiono wplyw, jaki na uzyskiwana ce-
ne kontraktu opcyjnego wywiera odstapienie od kla-
sycznych zalozen dotyczacych procesu stochastyczne-
go generujacego cene instrumentu podstawowego.

Opcje egzotyczne

Opcje mozna zdefiniowa¢ najogélniej jako swoista
umowe miedzy wystawca a nabywca, na mocy ktorej
nabywca zyskuje prawo zakupu od wystawcy lub
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sprzedania mu okreslonej z géry ilosci danego instru-
mentu finansowego lub towaru po ustalonej cenie i w
oznaczonym okresie. Cecha, ktéra rézni opcje od wiek-
szo$ci innych instrumentéw terminowych (np. kontrak-
tow futures), jest to, ze daje ona nabywcy prawo, nato-
miast nie obarcza go obowiazkiem. Tak wiec nabywca
opcji w terminie jej wykonania moze albo wykorzystac,
albo pozwoli¢ na samoistne wygasniecie waznosci
opcji. Inaczej ma sie rzecz z wystawca opcji, na ktérym
ciazy obowiazek sprzedazy jego posiadaczowi lub ode-
brania od niego okreslonej w kontrakcie ilosci danego

instrumentu podstawowego po okreslonej cenie.

Réznorodnos¢ opcji i instrumentéw wywodzacych
sie od opcji sprawia, ze mozna je sklasyfikowaé na wie-
le sposobow, biorac pod uwage rézne kryteria. Od lat
siedemdziesiatych XX wieku, kiedy w Stanach Zjedno-
czonych pojawily sie pierwsze tego typu instrumenty,
sensowny stal sie podzial opcji na standardowe, nazy-
wane w zargonie finansowym waniliowymi (vanilla,
plain vanilla), oraz egzotyczne (exotic), zwane tez buti-
kowymi (boutique) lub konstruktorskimi (designer).

Opcje egzotyczne byty odpowiedzia na rosnace za-
potrzebowanie na nowe instrumenty finansowe dosto-
sowane do specyficznych potrzeb danego klienta,
znacznie wykraczajacych poza mozliwosci oferowane
przez wystandaryzowane opcje notowane na gietdach
papieréw warto$ciowych. Coraz bardziej skomplikowa-
ne instrumenty byly poczatkowo replikowane synte-
tycznie za pomoca liniowych kombinacji opcji standar-
dowych, jednakze nie zawsze bylo to mozliwe w przy-
padku bardziej skomplikowanych kontraktéw. Ponadto
taka replikacja czesto okazywata sie bardzo kosztowna.
Tak narodzita sie inzynieria finansowa i opcje egzo-
tyczne, ktére byly nie tylko lepiej dopasowane do indy-
widualnych potrzeb inwestoréw, lecz takze okazaly sie
relatywnie tansze w poréwnaniu z kombinacjami in-

strumentéw standardowych.

Cecha charakteryzujaca kazda opcje bez wzgledu
na jej typ jest funkcja wyptaty. Okresla ona kwote, jaka
otrzymuje nabywca danej opcji w momencie jej wyko-
nania. Funkcja wyptaty moze mie¢ rézna postac; moze
by¢ bardzo skomplikowana dla niektérych opcji egzo-
tycznych oraz prosta w przypadku opcji waniliowych.
Przyktadowo, funkcje wyptaty dla standardowych

opcji kupna i sprzedazy wyrazaja sie wzorami:

£ = (Pt) - K)*,
() = (K - P())*,

gdzie:

() — wartoéé funkcji wyptaty dla opcji kupna
przypadajaca na jednostke instrumentu pierwotnego w

dniu jej wykonania,

P(t) — cena rynkowa instrumentu bazowego w dniu

wykonania opcji,
K — cena wykonania opcji,
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fP(t) — warto$¢ funkcji wyptaty dla opcji sprzeda-
zy, przypadajaca na jednostke instrumentu pierwotne-
go w dniu jej wykonania,

(®)* =max (e, 0).

Obecnie mamy do czynienia z niezwyklym bo-
gactwem r6znego rodzaju opcji egzotycznych o mniej
lub bardziej nietypowych funkcjach wyptaty. Ze spe-
cyfiki tego typu instrumentéw wynika, ze nie kazda
zawierana transakcja opcyjna trafia do wiadomosci
uczestnikdéw rynku; najczesciej jest ona indywidualna
i nierejestrowana umowa miedzy wystawca a nabyw-
ca. Wszystkie opcje egzotyczne cechuje jednak to, ze
nie dadza sie one przedstawi¢ jako kombinacja opcji
waniliowych i ewentualnie instrumentéw pierwot-
nych!. Od lat dziewie¢dziesiatych XX wieku stanowia
gléwne wyzwanie dla bankéw inwestycyjnych i do
dzi$ sa w fazie ciagtego rozwoju. Przygotowanie ofert
opcyjnych wymaga skomplikowanych rachunkéw
(zwlaszcza analizy stochastycznej na zaawansowa-
nym poziomie), a niejednokrotnie takze symulacji
komputerowych.

Wsrdd licznych rodzajéw opcji egzotycznych wy-
r6zni¢ mozna klase opcji zaleznych od trajektorii (path-
-dependent options), ktérych funkcja wyplaty zalezy
nie tylko od ceny instrumentu podstawowego w termi-
nie wykonania, ale takze od ceny tego instrumentu w
innych momentach okresu waznosci opcji. Jedna z pod-
klas opcji zaleznych od trajektorii sa opcje barierowe
(barrier options). Wartoé¢ ich funkcji wyplaty uzalez-
niona jest od przekroczenia (lub osiagniecia) z géry
okreslonej bariery w czasie trwania kontraktu.

Istnieje wiele podtypéw opcji barierowych, w
szczegblnosci:

- bariera moze by¢ zdefiniowana przez funkcje nie-
liniowa (curvilinear barrier options),

- bariera moze obowiazywaé¢ jedynie na czesci
okresu waznosci opcji (partial barrier options),

- barier moze by¢ kilka (multiple barrier options),

- moga istnie¢ dwie bariery — jedna wyzsza, a dru-
ga nizsza od biezacej ceny instrumentu podstawowego
(corridor barrier options).

Ponadto, opcje barierowe mozna sklasyfikowaé ze
wzgledu na wiele innych kryteriéw. W szczegélnosci
moze to by¢:

- typ opcji:

- opcje out (knock-out) — traca warto$¢ po osiagnie-
ciu bariery,

- opcje in (knock-in) — dopiero po osiagnieciu ba-
riery nabieraja wartosci;

- polozenie bariery wzgledem biezacej ceny instru-
mentu bazowego:

1 W literaturze zwiazanej z tematem brak jest jednomy$Inosci co do definicji
opcji egzotycznych. Niektorzy autorzy zaliczaja do nich takze tzw. pakiety
(packages), czyli portfele skladajace sie ze standardowych europejskich opcji
kupna i sprzedazy, kontraktow terminowych oraz instrumentéw pierwotnych,
a wiec opcje, ktére moga powsta¢ jako replikacja instrument6w standardowych.
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- opcje down — bariera umiejscowiona jest ponizej
biezacej ceny instrumentu podstawowego,

- opcje up — bariera powyzej biezacej ceny instru-
mentu podstawowego.

Tabela 1 zawiera definicje funkcji wyplaty czte-
rech podstawowych typéw opcji barierowych. Przyjeto
nastepujace oznaczenia: H(f) — bariera, T — data wygas-
niecia opcji, I(A) — funkcja charakterystyczna (indekso-
wa) zbioru A, czyli funkcja przyjmujaca wartos¢ 1, jeze-
li zaszlo zdarzenie A, oraz warto$¢ 0 w przeciwnym
przypadku.

W przypadku opcji typu in opcja barierowa staje
sie wiec opcja waniliowa z chwila osiagniecia bariery,
natomiast dla opcji typu out opcja barierowa jest réw-
nowazna analogicznej opcji waniliowej do momentu
osiagniecia bariery. Niepewno$¢ zwiazana z przekro-
czeniem badZ nieprzekroczeniem bariery sprawia, ze
opcje barierowe sa tansze od odpowiadajacych im opcji
europejskich i w zwiazku z tym daja lepsze mozliwosci
spekulacji uczestnikom sktonnym podja¢ dodatkowe
ryzyko.

Proces ceny instrumentu podstawowego

Standardowym procesem stochastycznym wykorzysty-
wanym do opisu ruchu cen akcji jest geometryczny
ruch Browna, zdefiniowany przez stochastyczne réw-
nanie rézniczkowe:

dP(t) = pP(t)dt + oP(t)dB(t),

gdzie:

P(t) — cena akcji w chwili ¢,

U — dryf,

0 — zmienno$¢ ceny akcji,

{B(t)}tzo — standardowy proces Browna.

Opisany proces zostal po raz pierwszy uzyty do
modelowania ewolucji cen papieréw warto$ciowych
przez Osborne’a (1959). Jedna z wtasnosci tak zdefinio-
wanego procesu jest normalnoé¢ jego przyrostow, kto-
rymi w przypadku akcji sa logarytmiczne stopy zwrotu.

Empiryczne stopy zwrotu czeéciej przyjmuja jed-
nak wartosci zblizone do $redniej oraz wartosci znacz-
nie od niej oddalone, niz wynikatoby to z rozktadu nor-
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malnego. Prawidlowos¢ ta jest charakterystyczna dla
wiekszosci stép zwrotu z instrumentéw finansowych
i nosi nazwe zjawiska leptokurtozy. Ponadto rozktady
empirycznych stép zwrotu charakteryzuja sie skosno-
Scia. Eberlein i Keller (1995) pokazali, ze bardzo dobre
wyniki w aproksymacji empirycznych stép zwrotu
mozna uzyska¢ wykorzystujac rozklady hiperboliczne.

Rozklady hiperboliczne charakteryzuja sie tym, ze
wykres logarytmu ich funkcji gestosci jest hiperbola.
Z uwagi na fakt, ze w przypadku rozktadu normalnego
analogiczny wykres tworzy parabole, mozna oczeki-
waé, ze rozktad hiperboliczny bedzie znacznie lepiej
opisywat grube ogony niz rozktad gaussowski.

Funkcje gestosci zmiennej losowej o rozktadzie hi-
perbolicznym wyraza sie wzorem:

\:“02—[32

mexp(_a\ﬁ +(X— )+ B(x— )

hyp(x;a,B,6,u) =

gdzie K, oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela trze-
ciego rodzaju z indeksem 1.

Otrzymano nastepujace wartoéci parametréw rozkta-
du hiperbolicznego uzyskane metoda najwiekszej wiary-
godnosci: a = 72,498, d=0,0112, B= 3,064, 11 = -0,00132.

W celu zorientowania sie, czy rozktad hiperbolicz-
ny dobrze opisuje rozktad stép zwrotu z indeksu
WIG20, mozna postuzy¢ sie QQ-plotem. Przy idealnym
dopasowaniu danych empirycznych do modelu QQ-
-plot jest linia prosta o nachyleniu 45 stopni.

Na wykresie 1 widoczne jest wyrazne odchylenie
zwrotéw empirycznych od teoretycznych wartosci roz-
ktadu normalnego. Nachylenie wykresu przy skrajnych
obserwacjach jest znacznie mniejsze niz na obszarach
srodkowych, co spowodowat fakt, ze dystrybuanta em-
piryczna zawiera wieksza mase prawdopodobienstwa
na obszarach znacznie oddalonych od mediany niz do-
pasowana do niej dystrybuanta rozktadu normalnego.
Odchylenie wykresu od linii prostej dla wartosci wokét
mediany wynika natomiast z faktu, ze srodkowy obszar
wykresu empirycznej funkcji prawdopodobienstwa jest

2 Do estymacji parametréw rozkladu hiperbolicznego na podstawie stop zwro-
tu z indeksu WIG20 uzyto programu komputerowego ‘hyp’ opracowanego przez
pracownikéw Uniwersytetu w Aarhus (opis programu w: P. Blaesild, M. K.
Sgrensen, 1992).

Tabela | Funkcje wypltaty standardowych opcji barierowych

Typ opcji
down-and-out
down-and-in
up-and-out

up-and-in

Funkcja wyplaty

(P(T) - KY' I{{min P(t) = H(1)})

0st<T

(P(T) - K)" I({min P(t) < H(t)})
(P(T) - K)" I({max P(t) < H(0)})
(P(T)- K)" I({max P(t) 2 H(t)})

0st<T

Zrddlo: opracowanie wlasne na podstawie A. Weron, R. Weron, 1999.
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Zrodlo: Opracowanie wlasne.

wyzszy niz w przypadku analogicznej funkcji gestosci
rozkladu gaussowskiego. Reasumujac, wykres uklada
sie w ksztalt rozciagnietej litery ,,S”, co jest charaktery-
styczne dla wzorcowych dystrybuant rozkladéw opisu-
jacych w niezadowalajacy sposéb zjawisko leptokurto-
zy. Analogiczny wykres sporzadzony dla rozkladu hi-
perbolicznego jest pozbawiony tak wyraznych wad.
Oczywiscie, odchylenia od wartosci teoretycznych wy-
stepuja, jednak ich poziom wydaje sie akceptowalny.

Znacznie bardziej formalnymi metodami badania
jakosci dopasowania rozkladu teoretycznego do da-
nych empirycznych sa tzw. testy zgodnosci (tabela 2).
Przy poziomie istotnosci 0,01 nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej o hiperbolicznym rozkladzie
stop zwrotu. W przypadku rozkladu normalnego, przy
tym samym poziomie istotnoéci odrzucamy hipoteze
zerowa i wnioskujemy, ze rozklad stép zwrotu wykazu-
je statystycznie istotne odchylenia od rozkladu normal-
nego. W celu poréwnania jakosci dopasowania rozkla-
déw w okolicach wartosci ekstremalnych mozna postu-
zy¢ sie statystyka Andersona-Darlinga (1952). Jest ona
wazona wersja statystyki testu Kolmogorowa, nadajaca
najwieksze wagi obserwacjom ekstremalnym. Ponie-
waz mniejsza warto$¢ statystyki AD,, oznacza lepsze
dopasowanie rozkladu do danych, wnioskujemy, ze
rozklad hiperboliczny lepiej modeluje skrajne wartosci
stép zwrotu niz rozklad normalny.

Rozklad hiperboliczny nalezy do klasy rozktadéw
nieskoniczenie podzielnych, co zostalo udowodnione
przez Barndorffa-Nielsena oraz Halgreena (1977). Wo-
bec uzyskanych wynikow, naturalna alternatywa dla

Wykres 1. QQ-plot dziennych zwrotow z indeksu WIG20 dla rozkiadu normalnego i hiperbolicznego
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geometrycznego ruchu Browna jest wiec proces okre-

slony przez stochastyczne réwnanie rézniczkowe:
dP(t) = pP(t)dt + oP(t)dL(?),

gdzie {L(f)};> jest hiperbolicznym ruchem Lévy’ego,
czyli takim procesem o przyrostach stacjonarnych i nie-
zaleznych, ze L(0) = 0, D*{L(1)} = 1 oraz In{L(1)} ma
scentrowany i symetryczny rozklad hiperboliczny. Ko-
rzystajac z lematu It6 dla proceséw Lévy’ego, mozna
pokazaé, ze rozwiazaniem powyzszego réwnania jest
proces:
P(t) = P(0)exp(aL(t) + I~lt)0|_| (1+0AL(s)) exp(aAL(s)),

<sst

gdzie AL(s) oznacza skok procesu w chwili s. Tak zde-
finiowany model ma te pozadana wlasciwos¢, ze uzy-
skiwane z niego logarytmiczne stopy zwrotu maja roz-
kiad hiperboliczny. Eberlein i Keller (1995) pokazali, ze
na jego podstawie mozna wyprowadzi¢ wzory na wyce-
ne europejskich opcji waniliowych.

W wersji dyskretnej proces ceny instrumentu pod-
stawowego w chwili £ mozna zdefiniowa¢ réwnaniem:

k
P(t) = P(t —k)exp(Z Hyp,),

gdzie Hyp; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie hiperbolicznym okreslonym przez funkcje
gestosci hyp(a, B, 8, W, oszacowana na podstawie
dziennych st6p zwrotu. Otrzymany wzoér mozna wyko-
rzysta¢ do generowania trajektorii procesu ceny instru-

Tabela 2 Wyniki testow zgodnosci przy poziomie istotnosci 0,01

X? Pearsona hiperboliczny 43,96 52,19
normalny 110,02 54,78

Kolmogorowa hiperboliczny 0,849 1,63
normalny 2,265 1,63

Andersona-Darlinga hiperboliczny 0,077 -
normalny 0,134 -

Zradlo: obliczenia wiasne.
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mentu podstawowego o stopach zwrotu o rozkladzie
hiperbolicznym.

Wycena opcji — podejscie symulacyjne

Zat6zmy, ze pewien inwestor postanowil ulokowaé
cze$¢ swoich srodkéw na Warszawskiej Gietdzie Papie-
réw WartoSciowych, kupujac portfel zlozony z akcji
spétek o najwiekszej kapitalizacji lub nabywajac jednost-
ki indeksowe na WIG203. Inwestycja ma trwac 1 rok, co
odpowiada 261 dniom roboczym, podczas ktérych odby-
waja sie sesje na warszawskim parkiecie. Aby uchronié¢
sie przed duzymi stratami, inwestor pragnie zabezpie-
czy¢ otwarta pozycje przez zakup opcji, ktéra zostanie
skonstruowana na podstawie nastepujacych danych:

- opcja ma zrekompensowaé strate wynikajaca z
nieosiagniecia po uptywie roku stopy zwrotu z inwe-
stycji réwnej co najmniej stopie wolnej od ryzyka r,
ktéra moze by¢ utozsamiana z rentownoscia bonéw lub
obligacji skarbowych;

- osiagniecie przez indeks WIG20 poziomu odpo-
wiadajacego stopie zwrotu z inwestycji réwnej r,, w
skali roku oznacza natychmiastowa realizacje zyskow
przez inwestora i wycofanie sie z rynku;

- horyzont inwestycyjny wynosi co najmniej pét
roku, czyli 130 dni roboczych.

Oczywiscie, wyzej zdefiniowana pozycje mozna
zabezpieczy¢ waniliowa opcja sprzedazy o cenie wyko-
nania K réwnej:

K = PO)1+T),

gdzie P(0) jest warto$cia indeksu WIG20 w dniu wejscia
na rynek inwestora, czyli w dniu zakupu jednostek in-
deksowych na WIG20. Wczesniejsze wycofanie sie in-
westora z rynku oznaczaloby jednak, Ze opcja ta zabez-
piecza pozycje juz zamknieta. Zasadne jest wiec skon-
struowanie takiej opcji, ktéra tracitaby swoja waznoscé z
chwila realizacji zyskow przez inwestora, a przez to by-
taby tansza od waniliowej opcji sprzedazy.

Do rozwiazania tego typu problemu doskonale na-
daja sie opcje barierowe. Zdefiniujmy bariere jako na-
stepujaca funkcje czasu:

H(t)= P(O@+ 2§ + é%l%g

gdzie: t = 131, 132, ..., 261, natomiast [x] jest czescia
catkowita liczby x. Dla uproszczenia pominieto wptyw
dni $wiatecznych, tak wiec zawsze po 5 dniach robo-
czych nastepuja 2 dni wolne oraz t = 0 odpowiada po-
niedziatkowi.

Przekroczenie przez indeks WIG20 tak zdefiniowa-
nej bariery oznacza, ze zamykajacy w tym momencie

3 Jednostka indeksowa na WIG20 (tzw. mini WIG20) jest instrumentem, ktére-
go notowania na Warszawskiej Gieldzie Papier6w Wartosciowych odpowiada-
ja 10% wartosci indeksu WIG20.
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swoja pozycje inwestor, ktéry w t = 0 zakupit jednostki
indeksowe na WIG20, zrealizuje zysk odpowiadajacy
stopie r,,, w skali rocznej, przy czasie trwania inwesty-
¢ji rtownym co najmniej p6t roku. Odpowiada to zdefi-
niowanym uprzednio kryteriom.

Odpowiednia opcja zabezpieczajaca otwarta pozy-
cje w jednostkach indeksowych na WIG20 bedzie opcja
barierowa typu up-and-out, czyli tracaca warto$¢ po
wzroécie indeksu WIG20 powyzej bariery. Bariera usta-
wiona jest tylko na czesci okresu waznosci opcji i okre-
$lona przez funkcje nieciagta; w szczegdlnosci nie jest
ona funkcja stala, jak w przypadku standardowych
opcji barierowych. Funkcja wyplaty fr rozpatrywanego
kontraktu jest wiec dana wzorem

fr = =P@)1(, O Py <HEOY

gdzie t; = 1311 t, = 261.

Wycena opcji na moment t polega na wyliczeniu
warunkowej wartodci oczekiwanej zdyskontowanej
funkcji wyptaty w momencie wygasniecia opcji wzgle-
dem pewnej miary martyngalowej Q, czyli takiej miary,
dla ktérej zdyskontowany proces ceny instrumentu
podstawowego jest martyngatem. Mozna to zapisa¢ w
postaci:

V(t) = NES(N;f|F)

gdzie:

V(t) — cena opcji w momencie t,

N; — wspolczynnik oprocentowujacy (dla kapitali-
zacji ciaglej A\, = e™),

F; - tzw. filtracja, czyli historia realizacji procesu
do momentu ¢ (por. Baxter, Rennie, 1996).

Dla t = 0 wzér upraszcza sie do postaci:

V(0) = EY(ALf,)

gdyz dla filtracji Fj, a wiec na poczatku procesu, wa-
runkowa warto$¢ oczekiwana jest rOwnowazna zwyktej
warto$ci oczekiwane;j.

Ze wzgledu na dosy¢ skomplikowana postaé¢ funk-
cji wyplaty analityczne wyliczenie powyzszej formuty
byloby zadaniem trudnym nawet przy zatozeniu, ze
proces ceny instrumentu podstawowego jest opisany
przez geometryczny ruch Browna. Przyjecie modelu za-
ktadajacego hiperboliczny rozktad stép zwrotu dodatko-
wo komplikuje problem w zakresie znalezienia réwno-
waznej miary martyngatowej Q. Ze wzgledu na powyz-
sze uwagi analityczne rozwiazanie szukanej formuty
wyceny opcji jest zadaniem nie tylko czasochtonnym,
lecz takze mogtoby nie zakonczy¢ sie powodzeniem.
Przyblizony wynik mozna jednak uzyskac¢ z zadowalaja-
ca doktadnoscia dzieki symulacjom komputerowym.

Najpopularniejsza metoda symulacyjna wykorzy-
stywana przy wycenie opcji egzotycznych jest metoda
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Monte Carlo. Procedura ta znajduje zastosowanie
przede wszystkim przy szacowaniu wielkosci, ktére da-
ja sie przedstawi¢ w postaci wartosci oczekiwanych
pewnych rozkladéw prawdopodobienstwa, a ktérych
postac sprawia, ze osiagniecie analitycznego rozwiaza-
nia byloby bardzo trudne badZ niemozliwe w rozsad-
nym wymiarze czasowym. Z uwagi na fakt, ze cena
opcji wyraza sie poprzez warto$¢ oczekiwana zdyskon-
towanych wyplat wzgledem pewnej miary martyngalo-
wej, metoda Monte Carlo moze zosta¢ zastosowana do
wyceny opcji.

W przypadku opcji zmienna losowa, ktérej war-
tos¢ oczekiwana chcemy oszacowac jest zdyskontowa-
na warto$¢ wyplaty na koniec waznosci opcji. Funkcja
wyplaty dla uprzednio zdefiniowanej opcji zalezy nie
tylko od ceny instrumentu podstawowego w momencie
jej wygasniecia, lecz takze od wartosci, ktére mini-
WIG20 przyjmuje w czasie waznosci opcji. Konieczna
jest wiec symulacja wartosci indeksu WIG20 dla calego
okresu od 0 do T, czyli generowanie N trajektorii
WIG20. Warto$¢ oczekiwana dochodu uzyskanego z ty-
tulu posiadania opcji w momencie T mozna oszacowac
za pomoca formuly:

Y

gdzie f; —warto§¢ funkcji wyptaty w momencie wyga-
$niecia kontraktu opcyjnego dla i-tej wygenerowanej
trajektorii. Przy zalozeniu neutralnosci wzgledem ryzy-
ka, sprawiedliwa warto$¢ opcji na moment 0 otrzymu-
jemy, dyskontujac warto$¢ oczekiwana funkcji wyplaty
stopa procentowa wolna od ryzyka. Uzyskane metoda
symulacyjna przyblizenie ceny opcji wyraza sie wiec
wzorem:

1 01

_ < iU
V(O)_EBV;fTH

Cena instrumentu podstawowego okreslona jest
przez proces stochastyczny o przyrostach bedacych nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkla-
dzie hiperbolicznym. Aby wygenerowac¢ trajektorie tak
zdefiniowanego procesu, nalezy wiec wygenerowac ciag
niezaleznych liczb o rozkladzie hiperbolicznym. Ponie-
waz dystrybuanta F zmiennej losowej X okreslonej przez
funkcje gestosci hyp(x; a, B, J, ) jest funkcja ciagla i $ci-
§le rosnaca, zmienna losowa U = F(X) ma rozklad jedno-
stajny na odcinku (0, 1). Dysponujac generatorem liczb
losowych o takim rozkladzie, przez przeksztalcenie:

X =FYU)

mozna wiec otrzymac liczby losowe o rozktadzie hiper-
bolicznym (por. Zielifiski, 1970).

Funkcja pierwotna wzgledem funkcji gestosci
prawdopodobienistwa rozkladu hiperbolicznego nie da-
je sie przedstawi¢ poprzez funkcje elementarne.
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W zwiazku z tym dystrybuante rozkladu hiperboliczne-
go dla poszczegélnych punktéw R; mozna otrzymac
tylko w sposéb numeryczny, rozwiazujac formute:

Ri
F(R)) = J'hyp(u,a,b,d,m)du

Na podstawie liczb pseudolosowych z przedzialu
(0, 1) i uzyskanej w sposéb numeryczny dystrybuanty
rozkladu hiperbolicznego mozna wygenerowac ciag
stép zwrotu o rozkladzie hiperbolicznym. Znajac wiec
warto$¢ indeksu WIG20 na poczatku zycia opcji, moz-
na uzyska¢ symulacyjnie losowe trajektorie wartosci
instrumentu podstawowego w calym okresie waznosci
kontraktu opcyjnego.

Wygenerowano przyktadowe trajektorie procesu ce-
ny indeksu WIG20 dla P(0) = 1500 i T = 261. Na wykre-
sie 2 przedstawiono przypadek ilustrujacy wplyw barie-
ry na warto$¢ wyplaty w momencie wygasniecia kon-
traktu opcyjnego. W momencie T warto$¢ indeksu
WIG20 jest nizsza od ceny wykonania K, wiec realizacja
waniliowej opcji sprzedazy przynosi wyplate rowna
K- P(T). W chwili t = 183 cena instrumentu podstawo-
wego P(t) przekroczyla jednak bariere H(t), wskutek czego
zdefiniowana wcze$niej opcja barierowa stracita warto$¢ i
w momencie T wyplata z tytulu jej wykonania wynosi 0.

Zagadnieniem typowym dla kazdego eksperymentu
symulacyjnego jest dokladno$¢ i wiarygodno$é uzyskiwa-
nych wynikéw. Niezwykle wazne jest, aby otrzymane przy-
blizenie bylo mozliwie malo wrazliwe na zmiane zestawu
liczb losowych uzytych do symulacji. W szczegélnosci jak
najmniejsze powinno by¢ prawdopodobienistwo, ze otrzy-
many rezultat znacznie odbiega od prawdziwej wartosci.

Odchylenie standardowe wyplaty uzyskanej dla
pojedynczej trajektorii wygenerowanej symulacyjnie
klasyczna metoda Monte Carlo wynosi:

s :\ﬁ_i(ﬁ _jo)Z

Dla duzych N mozna przyjac, ze N — 1 =N, wiec

f; _E(fT)

S

VN

statystyka:

Wykres 2 Przykladowa trajektoria procesu
ceny WIG20

— Trajektoria procesu ceny WIG20
— Bariera

Zradto: Opracowanie wlasne.
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ma graniczny standardowy rozktad normalny. Korzysta-
jac z tej zalezno$ci, mozna wyznaczy¢ przedzial ufnosci
dla szukanej wartosci oczekiwanej (por. Boyle, 1977).

Odchylenie standardowe f, jest odwrotnie pro-
porcjonalne do VN, w zwiazku z czym najprostsza me-
toda redukcji dtugosci przedziatu ufnosci jest wygene-
rowanie dodatkowych trajektorii. Jednak aby zmniej-
szy¢ odchylenie standardowe dziesieciokrotnie, ko-
nieczne jest wykonanie sto razy wiekszej liczby symu-
lacji, co sprawia, ze klasyczny eksperyment Monte Car-
lo jest mato efektywny. Alternatywne podejscia kon-
centruja sie na zmniejszeniu s i nosza nazwe technik
redukcji wariancji (variance reduction techniques).

Jedna z nich jest tzw. metoda odbi¢ lustrzanych
(antithetic variate method; por. Koch, 1994), wykorzy-
stujaca ujemna korelacje miedzy parami wynikéw sy-
mulacji. Polega ona na dwukrotnym zwiekszeniu licz-
by symulacji poprzez wykorzystanie wygenerowanych
juz liczb pseudolosowych. Jezeli do uzyskania N warto-
§ci wykorzystano ciag niezaleznych liczb losowych uy,
Uy, ..., Up.y O jednakowym rozktadzie réwnomiernym
na przedziale (0, 1), do wygenerowania kolejnych N re-
alizacji uzywamy ciagu (1 — uq), (1 — uy), ..., (1 — ug.p),
gdzie k oznacza liczbe liczb losowych koniecznych do
uzyskania jednej trajektorii. Wéwczas:

i =Sl +fa-v)

jest nieobciazonym estymatorem E(f,), gdzie f,.(U)
oraz f,(1-U) sa estymatorami E(f,), odpowiednio
dla pierwszego i drugiego zestawu liczb losowych.

Wariancja tak skonstruowanego estymatora wyraza
sie nastepujacym wzorem:

Var(f,) = %[Var(fr(U)) +Var(f, @-U))|

+%COVGT(U), 7.a-0)

Jest ona zatem mniejsza od wariancji estymatora f,
opartego na identycznej liczbie symulacji, jezeli tyl-
ko f-(U) oraz fT(l‘U) sa ujemnie skorelowane. Wa-
runkiem wystarczajacym, aby Cov(f,(U),f,(1-U)) <0
jest monotoniczno$c i niestalos¢ funkeji 7 wzgledem
zmiennej losowej U = (uy, uy, ..., Up.p)-
Przeprowadzenie formalnego dowodu nie jest w tym
przypadku konieczne, poniewaz istnieja intuicyjne
przestanki wskazujace na monotonicznoéé funkcji fr
Im nizsze liczby uy, u,, ..., ug.y zostana wygenerowane,
tym nizsze stopy zwrotu otrzymamy. Skutkuje to
mniejszym prawdopodobienstwem przekroczenia ba-
riery i jednocze$nie wyzsza wartoscia funkcji wyplaty
w momencie wygasniecia opcji. Stosujac metode odbié¢
lustrzanych, mozna wiec spodziewac sie znacznej po-
prawy jakosci oszacowania w poréwnaniu z estymato-
rem oparym na niezaleznej prébie.
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Wyniki symulacii

Na podstawie zestawu liczb pseudolosowych o rozkta-
dzie jednostajnym na przedziale (0, 1) wygenerowano
50 tys. wartosci funkcji wyptaty na koniec okresu waz-
nosci opcji. Nastepnie uzyto odbi¢ lustrzanych tych sa-
mych liczb (czyli liczb o przeciwnym znaku, powiek-
szonych o 1) do wygenerowania kolejnych 50.000 wy-
plat. Dla danego zestawu zmiennych wejsciowych uzy-
skana cena opcji jest wiec $rednia ze 100.000 obserwa-
cji. Symulacje przeprowadzono dla ré6znych pozioméw
wolnej od ryzyka stopy rynkowej r oraz stopy zwrotu z
inwestycji powodujacej realizacje zyskéw przez inwe-
stora ry, (tabela 4).

Zastosowanie metody odbi¢ lustrzanych wydatnie
zwigkszylo efektywnosé¢ uzyskanych estymatoréw. Po-
zwolila ona na zmniejszenie standardowego bledu
oszacowania o 22% - 34% w przypadku wyceny zdefi-
niowanej uprzednio opcji barierowej, oraz az o 34% -
44% dla analogicznej opcji bez bariery. W rezultacie
otrzymujemy przyblizone przedzialy ufnosci nieprze-
kraczajace 1,6% dla opcji z bariera oraz 1,2% dla opcji
waniliowej.

Wzrost efektywnosci estymatora ceny opcji przy
zastosowaniu metody odbi¢ lustrzanych jest wynikiem
ujemnej korelacji miedzy realizacjami procesu w mo-
mencie T. Korelacja ta, mierzona wspétczynnikiem ko-
relacji liniowej Pearsona, wynosi okoto -0,5 dla opcji
barierowej oraz okoto -0,6 dla opcji waniliowej. Wida¢
wiec, ze mimo doskonale ujemnej korelacji miedzy
zmiennymi losowymi Ui 1 — U wlasciwo$¢ ta nie jest
zachowana dla uzyskiwanych zmiennych wyjscio-
wych. Mozna to wyttumaczy¢ faktem, ze powstaja one
wskutek przeksztalcenia zmiennych o rozkltadzie jed-
nostajnym w zmienne o zupelnie innym rozkladzie*.
Ujemne skorelowanie zmiennych wyjsciowych jest jed-
nak na tyle silne, ze zastosowanie metody odbi¢ lu-
strzanych mozna uzna¢ za uzasadnione.

Jednym z parametréw decydujacych o cenie opcji
jest polozenie bariery. Im blizej polozona bariera, tym
wieksze prawdopodobienistwo jej przekroczenia, co w
rezultacie daje nizsza oczekiwana warto$¢ wyplaty w
momencie T. Opcja barierowa pozwala wiec zmniej-
szy¢ koszt zabezpieczenia otwartej pozycji w por6wna-
niu z opcja bez bariery, czyli opcja waniliowa.

Nalezy zauwazy¢, ze nawet opcja z bariera odpo-
wiadajaca r;,, = 20% jest stosunkowo droga w stosunku
do chronionego kapitalu. Zabezpieczenie jednostki ka-
pitatu zainwestowanego np. w miniWIG20 wymaga po-
niesienia kosztu réwnego ponad 10%. Opcja nie re-
kompensuje wiec w pelni strat poniesionych na skutek
stabej koniunktury na Warszawskiej Gietdzie Papieréw
Warto$ciowych, lecz jedynie je ogranicza. Bez wzgledu

4 Wskutek przyjetych zalozen o procesie ksztattujacym cene WIG20, zmienne
wyjéciowe symulacji maja rozklad logarytmiczny hiperboliczny, czyli logarytm
zmiennej wyjéciowej ma rozklad hiperboliczny.
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Tabela 3 Wyniki symulacji dla rozkladu normalnego i hiperbolicznego oraz roznych pozio-

MOw 14 Ty

6,00 20,00 10,52 0,052 0,040 -0,4148
6,00 30,00 11,18 0,052 0,038 -0,4680
6,00 40,00 11,77 0,052 0,036 -0,5152
6,00 brak 12,54 0,051 0,033 -0,5979
8,00 20,00 11,04 0,053 0,040 -0,4310
8,00 30,00 11,80 0,053 0,038 -0,4927
8,00 40,00 12,41 0,053 0,036 -0,5399
8,00 brak 13,33 0,053 0,032 -0,6385
10,00 20,00 11,68 0,054 0,041 -0,4454
10,00 30,00 12,37 0,055 0,038 -0,5140
10,00 40,00 13,02 0,055 0,036 -0,5665
10,00 brak 14,09 0,054 0,030 -0,6801
12,00 20,00 12,06 0,056 0,041 -0,4645
12,00 30,00 12,95 0,056 0,038 -0,5396
12,00 40,00 13,57 0,055 0,035 -0,5924
-0,7183

6,00 20,00 10,15 0,051 0,040 -0,3947
6,00 30,00 10,75 0,051 0,038 -0,4451
6,00 40,00 11,33 0,051 0,037 -0,4875
6,00 brak 12,14 0,051 0,033 -0,5694
8,00 20,00 10,63 0,052 0,040 -0,4117
8,00 30,00 11,43 0,053 0,038 -0,4698
8,00 40,00 11,95 0,053 0,037 -0,5154
8,00 brak 12,91 0,052 0,033 -0,6105
10,00 20,00 11,34 0,054 0,040 -0,4599
10,00 30,00 11,97 0,054 0,038 -0,4951
10,00 40,00 12,59 0,054 0,037 -0,5423
10,00 brak 13,60 0,053 0,031 -0,5918
12,00 20,00 11,58 0,055 0,041 -0,4421
12,00 30,00 12,51 0,055 0,038 -0,5138
12,00 40,00 13,09 0,055 0,036 -0,5653
12,00 brak 14,36 0,054 0,030 -0,6882

Zrédlo: obliczenia wiasne.

na rozw6j wypadkow na polskim rynku kapitalowym,
przy r = 8% inwestor nie straci wiecej niz 3,5%° kwo-
ty zainwestowanej w jednostki indeksowe na WIG20 i
ich zabezpieczenie opcja z bariera odpowiadajaca r;, =
20%. Jednoczesnie nie pozbawia sie mozliwosci osiag-
niecia zysku w przypadku hossy na warszawskim par-
kiecie, w czym tez objawia sie wieksza atrakcyjno$c
opcji w poréwnaniu np. z kontraktami futures.
Opierajac sie na przeprowadzonych testach staty-
stycznych przyjeliSmy, ze proces stochastyczny gene-

5 Jest to wynikiem nastepujacego rachunku: (1 + 8%) - (1 — 10,63%) — 1 =
—3,5%.

rujacy cene indeksu WIG20 oparty jest na przyrostach o
rozkladzie hiperbolicznym. Nalezy sie spodziewaé, ze
przyjecie takiego zalozenia moze mie¢ znaczny wplyw
na cene opcji. W szczeg6lnoéci otrzymane wyniki po-
winny rézni¢ sie od rezultatow uzyskanych przy przy-
jeciu modelu zakladajacego normalno$¢ stop zwrotu.
Na podstawie przeprowadzonej symulacji mozna
stwierdzi¢, ze przyjecie klasycznego modelu opartego
na standardowym ruchu Browna powoduje przeszaco-
wanie ceny opcji barierowej o ponad 3% w poréwna-
niu z modelem bardziej realistycznym, w sensie dopa-
sowania do danych empirycznych, zakladajacym hi-
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perboliczny rozklad st6p zwrotu. Nie jest to zaskocze-
niem w przypadku opcji z bariera z uwagi na fakt, ze
model hiperboliczny czesciej dopuszcza znaczne skoki
cen (,grube ogony”), przez co prawdopodobiefstwo
przekroczenia bariery i w rezultacie utraty wartosci
przez opcje jest relatywnie wieksze.

Okazuje sie jednak, ze takze opcja waniliowa jest
tansza przy zalozeniu, ze stopy zwrotu z indeksu
WIG20 maja jednakowy rozklad hiperboliczny. Jest to
zgodne z wynikami otrzymanymi przez Eberleina i Kel-
lera (1995) i moze by¢ wyjasnione przez wieksza kon-
centracje wokél mediany (,wysoki szczyt”) rozkladu
hiperbolicznego w poréwnaniu z rozkladem normal-
nym, a wiec wieksze prawdopodobienistwo wystapie-
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Na podstawie uzyskanych w pracy wynikéw mozna
stwierdzi¢, ze znacznie bardziej realistyczne od kla-
sycznego zalozenia o normalnosci stép zwrotu z indek-
su WIG20 jest przyjecie, ze maja one rozkiad hiperbo-
liczny. Fakt ten znajduje potwierdzenie w wynikach
statystycznych testow zgodnosci dopasowania. Zasto-
sowanie metody symulacyjnej nie tylko umozliwia
uwzglednienie powyzszych wnioskéw, lecz takze pro-
wadzi do uzyskania oszacowania ceny opcji z zadowa-
lajacym przyblizeniem. Mozna sie przekonaé, ze przy-
jecie klasycznych zalozent prowadzi do dosy¢ wyrazne-
go przeszacowania rzeczywistej wartoSci opcji.

nia niewielkiego wahniecia ceny.
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